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The Circleالدائرة
Definition of the circle:
The geometrical point of a point moving in a plane so that its
distance from a fixed point in the plane (known as the center) is
always equal to a constant amount (called the radius of radius).

:الدائرةتعريف
عنابعدهيكونبحيثالمستوىفيتتحركلنقطةالهندسيالمحلهي

ثابتمقداردائما ًيساوي(Centerالمركزتسمى)المستوىفيثابتةنقطة

.(radiusالقطربنصفيسمى)



The Circleالدائرة
1)The Cartesian equation for the circle if its center (, ) and radius r:

Assume that (x, y) is any point on the circumference of a circle. So from the previous definition it
is 𝑥 − α 2 + 𝑦 − β 2 = 𝑟2 (1)

This relationship is valid for all points of the circle's circumference, so it represents the equation
of the circle.

,)مركزهاكانإذاللدائرةالكارتيزيةالمعادلة(1 )قطرهاونصفr:
,x)أننفرض y)يكونالسابقالتعريفمنإذن.دائرةمحيطعلىنقطةأي

𝑥 − α 2 + 𝑦 − β 2 = 𝑟2 (1)

.الدائرةمعادلةتمثلإذنفهيالدائرةمحيطنقاطلجميعصحيحةالعلاقةهذه
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The Circleالدائرة
special cases:
i- If the center of the circle is the point of origin 
and radius r, then its equation is: 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒓𝟐(𝒊)

It is the equation of a circle in its simplest form.

ii- If the center of the circle is a point on the OX 
axis i.e.  = 0 the equation is:
𝒙 − 𝜶 𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒓𝟐 (ii)

iii. If the center of the circle is a point on the OY 
axis i.e.  = 0 the equation is:
𝒙𝟐 + 𝒚 − 𝜷 𝟐 = 𝒓𝟐 (iii)

:خاصةحالات
i-قطرهاونصفالأصلنقطةالدائرةمركزكانإذاr

𝒙𝟐:تكونمعادلتهافإن + 𝒚𝟐 = 𝒓𝟐(i)

.صورها معادلة الدائرة في أبسط وهي 

ii-محورعلىنقطةالدائرةمركزكانإذاOXأنأي

= 𝒙:المعادلةكانت0 − 𝜶 𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒓𝟐(ii)

iii-محورعلىنقطةالدائرةمركزكانإذاOYأنأي

= :المعادلةكانت0

𝒙𝟐+ 𝒚 − 𝜷 𝟐 = 𝒓𝟐 (iii)



The Circleالدائرة

:للدائرةالعامةالمعادلة(2

:(الأقواسبفك)الصورةعلى(1)المعادلةكتابةيمكن

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝛼𝑥 − 2𝛽𝑦 + 𝛼2 + 𝛽2 − 𝑟2 = 0

𝑥2أو + 𝑦2+2gx+2fy+c=0(2)

𝑔حيث = −𝛼,𝑓 = −𝛽,𝑐 = 𝛼2 + 𝛽2 − 𝑟2

2) The general equation of the circle:
Equation (1) can be written on the form (in brackets):

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝛼𝑥 − 2𝛽𝑦 + 𝛼2 + 𝛽2 − 𝑟2 = 0

Or 𝑥2 + 𝑦2+2gx+2fy+c=0

where 𝑔 = −𝛼, 𝑓 = −𝛽, 𝑐 = 𝛼2 + 𝛽2 − 𝑟2



The Circleالدائرة

:صفاتهاوأهمللدائرةالعامةبالمعادلةتسمى(2)المعادلة

.iًمنًالدرجةًالثانيةًفيًأنهاx, yً.

.iiًمعاملx2ً=ًمعاملy2.

.iiiًمعاملxyً=صفر

.ivًمركزها(-g, -f 𝒓ونصفًقطرهاً( = 𝒈𝟐 + 𝒇𝟐 − 𝒄

Equation (2) is called the general equation of the circle and its most
important characteristics:
i) it is quadratic in x, y.
ii) x2 coefficient = y2 coefficient
iii) xy coefficient = zero

iv) Its center (-g, -f ) radius 𝒓 = 𝒈𝟐 + 𝒇𝟐 − 𝒄



The Circleالدائرة

:ملاحظة

𝒈𝟐المقداركانإذا + 𝒇𝟐 − 𝒄

(i)تخيليةالدائرةكانتسالب.

(ii)واحدةنقطةالدائرةكانتصفريساوي.

(iii)مركزهاحقيقيةالدائرةكانتموجب(-g, -f ).

Note:
If the amount is 𝒈𝟐 + 𝒇𝟐 − 𝒄
(i) Negative, the circle is imaginary.
(ii) equals zero, the circle was one point.
(iii) Positive, the circle is real centered (-g, -f )
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:فيهاقطرنهايتيبمعلوميةللدائرةالكارتيزيةالمعادلة(3

𝒙𝟐,𝒚𝟐النقطتينأننفرض ,(𝒙𝟏,𝒚𝟏)وأنالدائرةفيقطرنهايتيهماP(x, y)الزاويةفإنالمحيطنقاطإحدىهيP1PP2ويكونقائمةتكون:

:انأيP2P=-1ميل×PP1ميل
𝒚−𝒚𝟏

𝒙−𝒙𝟏

𝒚−𝒚𝟐

𝒙−𝒙𝟐
= −𝟏

𝒙أو − 𝒙𝟏 𝒙 − 𝒙𝟐 + 𝒚 − 𝒚𝟏 𝒚 − 𝒚𝟐 = الدائرةمعادلةتمثلفهيالمحيطنقطلجميعصحيحةالعلاقةهذهأنوحيث(3)𝟎

.المطلوبة

Y

XO

3) The Cartesian equation of the circle with the information of the 
two ends of diameter:

Suppose that the points (𝒙𝟏, 𝒚𝟏), 𝒙𝟐, 𝒚𝟐 are the ends of the diameter in the circle

and that P (x, y) is one of the circumference points then the angle P1PP2 is upright
and is: PP1 slope x P2P slope = -1

That is
𝒚−𝒚𝟏

𝒙−𝒙𝟏

𝒚−𝒚𝟐

𝒙−𝒙𝟐
= −𝟏

Or 𝒙 − 𝒙𝟏 𝒙 − 𝒙𝟐 + 𝒚 − 𝒚𝟏 𝒚 − 𝒚𝟐 = 𝟎 (3)

Since this relationship is correct for all ocean points, it represents the required 
circle equation.
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:والدائرةالمستقيمبينالعلاقة(4)

:تكونانالنقطتينوهاتينآنيا ًمعادلتيهماحلمنعليهمانحصلنقطتينفيالدائرةيقطعالمستقيم

.iالشكلفيكماالدائرةالمستقيميقطعوفيهامختلفتانحقيقيتان(i).

.iiالشكلفيكماالدائرةالمستقيميمسوفيهامنطبقتان(ii).

.iiiالشكلفيكماالدائرةالمستقيميقطعلاوفيهاتخيليتان(iii).
(i) (ii) (iii)

(4) The relationship between the straightline and the circle:
The line cuts the circle in two points, which we get from solving their equations
simultaneously. These two points are:
i)Two different realities in which the rectum cuts the circle as shown in Figure (i).
ii)Two areas in which the straightline touches the circle, as in Figure (ii).
iii)Two imaginations in which the straightline does not cross the circle as shown in Figure (iii).
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𝒂𝒙هيالمستقيممعادلةأننفرض:يليكماتحليليا  السابقةالحالاتهذهعلىالتعرفويمكن + 𝒃𝒚 + 𝒄 = 𝟎

𝒙𝟐هيالدائرةمعادلةوأن + 𝒚𝟐 + 𝟐𝒈𝒙 + 𝟐𝒇𝒚 + 𝒅 = ,g-)مركزها𝟎 -f 𝒈𝟐يساويقطرهاوصف( + 𝒇𝟐 − 𝒅
أكبرأواوييسأوأصغرالدائرةمركزمنالساقطالعمودكانإذاماحسبالدائرةيقطعلاأومماسا ًأوقاطعا ًالمستقيمويكون

العلاقةحسبأيقطرهانصفمن
𝒂 −𝒈 +𝒃 −𝒇 +𝒄

𝒂𝟐+𝒃𝟐
⋚ 𝒈𝟐 + 𝒇𝟐 − 𝒅

These past cases can be identified analytically as follows: 
Assume that the equation of the straight line is 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 = 𝟎
And the equation of the circle is 𝒙𝟐+𝒚𝟐 + 𝟐𝒈𝒙 + 𝟐𝒇𝒚 + 𝒅 = 𝟎. Its center (-g, -f ) is a description of

its diameter equal to 𝒈𝟐 + 𝒇𝟐 − 𝒅 and the straight line is cut or tangent or does not cut the circle
depending on whether the column falling from the center of the circle is smaller or equal to or

greater than its radius i.e. Depending on the relationship
𝒂 −𝒈 +𝒃 −𝒇 +𝒄

𝒂𝟐+𝒃𝟐
⋚ 𝒈𝟐 + 𝒇𝟐 − 𝒅



The Circleالدائرة

(a)مستقيمخطمندائرةتقطعهالذيالجزءطول:
الترتيبعلىهماالمستقيموالخطالدائرةمعادلتيأننفرض

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒓𝟐, 𝒚 = 𝒎𝒙 + 𝒄

𝒍𝒍=طول الجزء المقطوع من الخط المستقيم بالدائرة  = 𝒙𝟏 − 𝒙𝟐
𝟐 + 𝒚𝟏 − 𝒚𝟐

𝟐 = 𝟐
𝒓𝟐 𝟏+𝒎𝟐 −𝒄𝟐

𝟏+𝒎𝟐

𝟏

𝟐

(0,0)

(a)The length of a section crossed by a straight line:
Suppose the equations for the circle and the straight line are respectively  

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒓𝟐, 𝒚 = 𝒎𝒙 + 𝒄
The length of the cut part of the straight line in the circle = 𝒍

𝒍 = 𝒙𝟏 − 𝒙𝟐
𝟐 + 𝒚𝟏 − 𝒚𝟐

𝟐 = 𝟐
𝒓𝟐 𝟏 + 𝒎𝟐 − 𝒄𝟐

𝟏 + 𝒎𝟐

𝟏
𝟐



The Circleالدائرة

(b) تماس المستقيم شرط𝒚 = 𝒎𝒙 + 𝒄 المستقيم  للدائرة𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒓𝟐

𝒚لكل يمس المستقيم  = 𝒎𝒙 + 𝒄 الدائرة𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒓𝟐يجب أن يكون طول الجزء المقطوع من المستقيم بالدائرة يساوي صفر.

𝒄𝟐:(4)من المعادلة = 𝒓𝟐 𝟏 + 𝒎𝟐 أن  أي𝒄 = ±𝒓 𝟏 + 𝒎𝟐 المطلوبهو الشرط.

𝒚:ومن ثم تكون معادلة المستقيم هي = 𝒎𝒙 ± 𝒓 𝟏 + 𝒎𝟐(0,0)

Straight line Contact Condition 𝒚 = 𝒎𝒙 + 𝒄 straight line Circle

For every touches straight line 𝒚 = 𝒎𝒙 + 𝒄 the circle 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒓𝟐 should be the length of the
segment of the straight line in the circle must be equal to zero. From the equation

𝒄𝟐 = 𝒓𝟐 𝟏 + 𝒎𝟐 (4)

That is 𝒄 = ±𝒓 𝟏 + 𝒎𝟐. It is the required condition.

Hence, the equation of the line is 𝒚 = 𝒎𝒙 ± 𝒓 𝟏 + 𝒎𝟐 (5)



The Circleالدائرة
𝒚طريقة أخرى لاستنتاج شرط تماس المستقيم  = 𝒎𝒙

+ 𝒄للدائرة𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝒓𝟐

طولنيكوأنيجبوالدائرةالمستقيمبينتماسيحدثلكي

,0)المركزمنالساقطالعمود 𝒚المستقيمعلى(0 = 𝒎𝒙

+ 𝒄ً القطرنصفمساوياrأنأي:±
𝑐

1+𝑚2
= 𝑟وعلى

𝒙𝟐الدائرةيمس(5)المستقيمفإنذلك + 𝒚𝟐 = 𝒓𝟐

.mقيملجميع

الحصوليمكنأنهmعلمتإذاأنه(5)المعادلةمنيلاحظ

.الإشارتينلوجودمتوازيينمماسينمعادلتيعلى

Another method to touch the condition of 
the straight line 𝒚= 𝒎𝒙+ 𝒄 of the circle 
𝐱𝟐 + 𝐲𝟐 = 𝐫𝟐

In order for touch to occur between the
straight line and the circle, the length of
the falling column from the center (0, 0) on
the straight line 𝒚 = 𝒎𝒙 + 𝒄 must be equal

to the radius r, i.e.𝑟 = ±
𝑐

1+𝑚2
.

Thus the line (5) touches the circle 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐

= 𝒓𝟐 for all m values.
Note from equation (5) that if m knows
that two parallel tangent equations can be
obtained for the presence of the signals
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:عليهانقطةعندلدائرةوالعموديالمماسمعادلة(5

العامةالصورةفيالدائرةمعادلةأننفرض

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐+2gx+2fy+c=0   (2)

هو (2)عند أي نقطة على الدائرة المماس ميل 
𝒅𝒚

𝒅𝒙

هي معادلة المماس وتكون 
𝒚−𝒚𝟏

𝒙−𝒙𝟏
= −

𝒙𝟏+𝒈

𝒚𝟏+𝒇

أو

𝒙𝒙𝟏 + 𝒚𝒚𝟏 + 𝒙𝒈 + 𝒚𝒇

= 𝒙𝟏
𝟐 + 𝒚𝟏

𝟐 + 𝒈𝒙𝟏 + 𝒇𝒚𝟏

Y

X

(𝑥1, 𝑦1)

(−𝑔, −𝑓)

O

The tangent and vertical equation of a 
circle at a point on it:
Assume that the equation of the circle 
is in the general picture

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐+2gx+2fy+c=0 (2)
The tangent at any point on the circle 

(2) is 
𝒅𝒚

𝒅𝒙

The tangent formula is  
𝒚−𝒚𝟏

𝒙−𝒙𝟏
= −

𝒙𝟏+𝒈

𝒚𝟏+𝒇

Or  𝒙𝒙𝟏 + 𝒚𝒚𝟏 + 𝒙𝒈 + 𝒚𝒇 = 𝒙𝟏
𝟐 + 𝒚𝟏

𝟐

+ 𝒈𝒙𝟏 + 𝒇𝒚𝟏
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طةالنقعندللدائرةالعمودفمعادلة

𝒙𝟏,𝒚𝟏هي(2)الدائرةعلى
𝑦 − 𝑦1

𝑥 − 𝑥1
=

𝑦1 + 𝑓

𝑥1 + 𝑔

أو

𝑦 − 𝑦1 =
𝑦1+𝑓

𝑥1+𝑔
𝑥 − 𝑥1

The column equation for the 
circle at the point 𝒙𝟏, 𝒚𝟏 on 
the circle (2) is

𝑦 − 𝑦1

𝑥 − 𝑥1
=

𝑦1 + 𝑓

𝑥1 + 𝑔
or

𝑦 − 𝑦1 =
𝑦1+𝑓

𝑥1+𝑔
𝑥 − 𝑥1
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صورتهافيللدائرةنقطةمنالمرسومالمماسطول
:العامة

أننستنتجالشكلهندسةمن

𝑷𝟏𝑷 𝟐 = 𝑷𝟏𝑺 𝟐 − 𝒓𝟐

= 𝒙𝟏 + 𝒈 𝟐 + 𝒚𝟏 + 𝒇 𝟐 − (𝒈𝟐 + 𝒇𝟐 − 𝒄)

= 𝒙𝟏
𝟐 + 𝒚𝟏

𝟐 + 𝟐𝒈𝒙𝟏 + 𝟐𝒇𝒚𝟏 + 𝒄 (8)

𝑃1نقطةمنالمرسومالمماسطولمربعإذن 𝑥1,𝑦1

رةمباشعليهاالحصوليمكنالعامةصورتهافيللدائرة

واضحوهكماالدائرةمعادلةفيالنقطةبإحداثياتبالتعويض

.(8)العلاقةمن

The length of the tangent drawn from a point of the circle 
in its general image:

From the geometry of the figure we conclude that

𝑷𝟏𝑷 𝟐 = 𝑷𝟏𝑺 𝟐 − 𝒓𝟐

= 𝒙𝟏 + 𝒈 𝟐 + 𝒚𝟏 + 𝒇 𝟐 − (𝒈𝟐 + 𝒇𝟐 − 𝒄)

= 𝒙𝟏
𝟐 + 𝒚𝟏

𝟐 + 𝟐𝒈𝒙𝟏 + 𝟐𝒇𝒚𝟏 + 𝒄 (8)

So the square of the tangential length drawn from the 
point 𝑷𝟏 𝒙𝟏, 𝒚𝟏 of the circle in its general form can be 
obtained directly by substituting the coordinates of the 
point in the circle equation as shown by the relationship 
(8).
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Radialالأساسيالمحور(7 Axisلدائرتين:

تتحركلنقطةالهندسيالمحلهو:الأساسيالمحورتعريف

منكلإلىمنهاالمرسومينالمماسينيكونبحيث

.الطولفيمتساويةالدائرتين

:هماالدائرتينمعادلتاكانتفإذا

𝝋𝟏 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟐𝒈𝟏𝒙 + 𝟐𝒇𝟏𝒚 + 𝒄𝟏 = 𝟎(i)

𝝋𝟐 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟐𝒈𝟐𝒙 + 𝟐𝒇𝟐𝒚 + 𝒄𝟐 = 𝟎 (ii)

المماسينطول)الشرطهذاتحقق𝒙𝟏,𝒚𝟏والنقطة

(متساويللدائرتين𝒙𝟏,𝒚𝟏منالمرسومين

𝝋𝟏 𝒙𝟏, 𝒚𝟏 = 𝝋𝟐 𝒙𝟏, 𝒚𝟏 (iii)

Radial Axis for two circuits:
Definition of the primary axis: is the geometrical
place of a moving point so that the tangents
drawn from it to each of the two circles are equal
in length.
If the equations for the two circles are:
𝝋𝟏 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟐𝒈𝟏𝒙 + 𝟐𝒇𝟏𝒚 + 𝒄𝟏 = 𝟎 (i)

𝝋𝟐 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟐𝒈𝟐𝒙 + 𝟐𝒇𝟐𝒚 + 𝒄𝟐 = 𝟎 (ii)

And the point 𝒙𝟏, 𝒚𝟏 satisfies this condition (the
length of the two tangent lines of 𝒙𝟏, 𝒚𝟏 for the
two circles is equal)

𝝋𝟏 𝒙𝟏, 𝒚𝟏 = 𝝋𝟐 𝒙𝟏, 𝒚𝟏 (iii)
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أو

𝝋𝟏 𝒙𝟏, 𝒚𝟏 − 𝝋𝟐 𝒙𝟏, 𝒚𝟏 = 𝟎 (iii)'

إلىتؤول(iii)المعادلة

𝟐 𝒈𝟏 − 𝒈𝟐 𝒙 + 𝟐 𝒇𝟏 − 𝒇𝟐 𝒚 + 𝒄𝟏 − 𝒄𝟐 = 𝟎 (9)

.ينالدائرتمعادلتيطرحمنعليهاالحصولويمكنللدائرتينالأساسيالمحورمعادلةتمثلوهذه

or
𝝋𝟏 𝒙𝟏, 𝒚𝟏 − 𝝋𝟐 𝒙𝟏, 𝒚𝟏 = 𝟎 (iii)‘
Equation (iii) leads to
𝟐 𝒈𝟏 − 𝒈𝟐 𝒙 + 𝟐 𝒇𝟏 − 𝒇𝟐 𝒚 + 𝒄𝟏 − 𝒄𝟐 = 𝟎 (9) 
These represent the equation for the basic axis of the two circles and can be obtained
from subtracting the equations of the two circuits.
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:ملاحظات

.المشتركالمماسهوالأساسيالمحوركانمتماستانالدائرتينكانتإذا-1

.المشتركالوترهوالأساسيالمحوركانمتقاطعتينالدائرتينكانتإذا

تساويينممماسينرسممنهايمكنالتيللنقطةالهندسيالمحلهوالأساسيالمحوركانمتقاطعتينغيرالدائرتينكانتإذا

.الدائرتينمنكلإلى

(−𝑔1, −𝑓1) (−𝑔2, −𝑓2)
(−𝑔1, −𝑓1)

(−𝑔2, −𝑓2)

(−𝑔1, −𝑓1)

(−𝑔2, −𝑓2)

Notes:
1- If the two circles are connected, the main axis is the common tangent
If the two circles are intersecting, the primary axis is the common chord.
If the two circles are not intersecting, the primary axis is the geometrical point of the point from which two 

equal tangents can be drawn to each of the two circles.
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,(ii)الدائرتينمعادلتيإحدىمع(9)الأساسيالمحورمعادلةبحل-2 (i)نحصل

.التقاطعنقطتيعلى

.المركزينخطعلىعموديمستقيمخطهوالأساسيالمحور-3

2- By solving the primary axis equation (9) with one of the
equations of the two circles (i), (ii) we get the intersection
points.
3- The primary axis is a straight line perpendicular to the center
line.
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Systemالدوائرعائلة(8 of Circles
الدائرتينلديناكانإذا

𝝋𝟏 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟐𝒈𝟏𝒙 + 𝟐𝒇𝟏𝒚 + 𝒄𝟏 = 𝟎 (i)

𝝋𝟐 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟐𝒈𝟐𝒙 + 𝟐𝒇𝟐𝒚 + 𝒄𝟐 = 𝟎 (ii)

𝝋𝟏المعادلةفإن 𝒙,𝒚 + 𝒌𝝋𝟐 𝒙,𝒚 = 𝟎 (10)

𝝋𝟏)معالمحورالمتحدةالدوائرعائلةتمثل.الشروطباقيمنيتعينبارامترkحيث 𝒙,𝒚 = 𝟎,𝝋𝟐 𝒙,𝒚 = بنقطتيتمرالتي(𝟎

𝝋𝟏الدائرتينتقاطع 𝒙,𝒚 = 𝟎,𝝋𝟐 𝒙,𝒚 = .kقيملجميعوذلك𝟎

System of Circles

If we have two circles                𝝋𝟏 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟐𝒈𝟏𝒙 + 𝟐𝒇𝟏𝒚 + 𝒄𝟏 = 𝟎 (i)

𝝋𝟐 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟐𝒈𝟐𝒙 + 𝟐𝒇𝟐𝒚 + 𝒄𝟐 = 𝟎 (ii)

The equation 𝝋𝟏 𝒙, 𝒚 + 𝒌𝝋𝟐 𝒙, 𝒚 = 𝟎 (10)
Where k is a parameter of the remaining terms. The family of the united circles represents the axis with
(𝝋𝟏 𝒙, 𝒚 = 𝟎, 𝝋𝟐 𝒙, 𝒚 = 𝟎) that passes the intersection points of the two circles
𝝋𝟏 𝒙, 𝒚 = 𝟎, 𝝋𝟐 𝒙, 𝒚 = 𝟎 for all values of k.
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:ملاحظة
,(ii)للدائرتينالأساسيالمحورمعادلةاستنتاجيمكن (i)بوضعوذلك

k = .(10)في1-

Note:
The equation for the basic axis of the two circles (ii), (i) 
can be deduced by setting k = -1 in (10).
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:دائرتينبينالزاوية
:تعريف

لمماسينابينالمحصورةالزاويةبأنهامتقاطعتيندائرتينبينالزاويةتعرف

.التقاطعنقطتيإحدىعندالمرسومين

𝑃(𝑥, 𝑦)

𝑟2
𝑟1

(−𝑔1, −𝑓1)
z
(−𝑔2, −𝑓2)

𝑐1
𝑐1

The angle between two circles:
Definition:

The angle between two intersecting circles is defined as the angle
between the two tangents marked at one of the intersection points.
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𝑃(𝑥, 𝑦)

𝑟2
𝑟1

(−𝑔1, −𝑓1)
z
(−𝑔2, −𝑓2)

𝑐1
𝑐1

:دائرتينتعامدشرط

ةنقطعنددائرةلكلالمماسمسإذاالتعامدعلىمتقاطعتانالدائرتانتكون

أيندعالمرسومينالمماسينبينالزاويةأنأي.الأخرىالدائرةبمركزالتقاطع

قائمةالتقاطعنقطمننقطة

The condition of orthogonality to two circles:
The two circles are intersecting on the perpendicular if it touches the 
tangent of each circle at the point of intersection with the center of 
the other circle. That is, the angle between the two tangents marked 
at any point of intersection
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هوللدائرتينالتعامدشرط

𝑔1 − 𝑔2
2 + 𝑓1 − 𝑓2

2 = 𝑔1
2 + 𝑓1

2 − 𝑐1 + 𝑔2
2 + 𝑓2

2 − 𝑐2

تعطيالاختصاربعدوهذه

2𝑔1𝑔2 + 2𝑓1𝑓2 = 𝑐1 + 𝑐2 (16)

The orthogonal condition for the two circles is
𝑔1 − 𝑔2

2 + 𝑓1 − 𝑓2
2 = 𝑔1

2 + 𝑓1
2 − 𝑐1 + 𝑔2

2 + 𝑓2
2 − 𝑐2

And these after the abbreviation give
2𝑔1𝑔2 + 2𝑓1𝑓2 = 𝑐1 + 𝑐2 (16)
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التيالدائرةمعادلةاكتب:(1)مثال

2قطرهاونصف(1-,2)مركزها

:الحل

𝒙 − 𝟐 𝟐 + 𝒚 + 𝟏 𝟐 = 𝟒

Example (1): Write the 
equation of the circle with a 
center (2, -1) and a radius of 2
The solution:

𝒙 − 𝟐 𝟐 + 𝒚 + 𝟏 𝟐 = 𝟒
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مركزهاالتيالدائرةمعادلةأوجد:(2)مثال

(1,4)بالنقطةوتمر(5-,4-)

:الحل

𝒙 + 𝟒 𝟐 + 𝒚 + 𝟓 𝟐 = 𝒓𝟐,

𝟏 + 𝟒 𝟐 + 𝟒 + 𝟓 𝟐 = 𝒓𝟐,

𝒓𝟐 = 𝟏𝟎𝟔

𝒙 + 𝟒 𝟐 + 𝒚 + 𝟓 𝟐 = 𝟏𝟎𝟔

Example (2):Find the equation of 
the circle whose center is 
(-4, -5) and passes the point (1.4)
The solution:

𝒙 + 𝟒 𝟐 + 𝒚 + 𝟓 𝟐 = 𝒓𝟐,

𝟏 + 𝟒 𝟐 + 𝟒 + 𝟓 𝟐 = 𝒓𝟐,

𝒓𝟐 = 𝟏𝟎𝟔

𝒙 + 𝟒 𝟐 + 𝒚 + 𝟓 𝟐 = 𝟏𝟎𝟔
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المعادلةفيkالثابتقيمةأوجد:(3)مثال

الآتية

𝒙 − 𝟒 𝟐 + 𝒚 − 𝒌 𝟐 = 𝟐𝟓

.الأصلبنقطةتمركانتإذا

:الحل

𝟎 − 𝟒 𝟐 + 𝟎 − 𝒌 𝟐 = 𝟐𝟓

𝒌𝟐 = 𝟐𝟓-16=9

𝒙 − 𝟒 𝟐 + 𝒚 ± 𝟑 𝟐 = 𝟐𝟓

Example (3): Find the value of the 
constant k in the following equation

𝒙 − 𝟒 𝟐 + 𝒚 − 𝒌 𝟐 = 𝟐𝟓

If it passes the point of origin.

The solution:

𝟎 − 𝟒 𝟐 + 𝟎 − 𝒌 𝟐 = 𝟐𝟓

𝒌𝟐 = 𝟐𝟓-16=9

𝒙 − 𝟒 𝟐 + 𝒚 ± 𝟑 𝟐 = 𝟐𝟓
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القطرنصفوطولالمركزإحداثياتأوجد:(4)مثال

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟖𝒙 + 𝟏𝟎𝒚 − 𝟖 = 𝟎

:الحل

(5-,4-)المركز

𝟏𝟔(=نق)القطرنصف + 𝟐𝟓 + 𝟖 = 𝟕

المربعبإكمال (𝒙𝟐+𝟖𝒙) + 𝒚𝟐 + 𝟏𝟎𝒚 − 𝟖

= 𝟎

𝒙 + 𝟒 𝟐 − 𝟏𝟔 + 𝒚 + 𝟓 𝟐 − 𝟐𝟓 − 𝟖 = 𝟎

𝒙 + 𝟒 𝟐 + 𝒚 + 𝟓 𝟐 = 𝟒𝟗

7=القطرونصف(5-,4-)المركز

Example (4): Find the center coordinates 
and radius length 

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟖𝒙 + 𝟏𝟎𝒚 − 𝟖 = 𝟎
The solution:
Center (-4, -5)

Radius = 𝟏𝟔 + 𝟐𝟓 + 𝟖 = 𝟕

By Completing the square

(𝒙𝟐+𝟖𝒙) + 𝒚𝟐 + 𝟏𝟎𝒚 − 𝟖 = 𝟎

𝒙 + 𝟒 𝟐 − 𝟏𝟔 + 𝒚 + 𝟓 𝟐 − 𝟐𝟓 − 𝟖 = 𝟎

𝒙 + 𝟒 𝟐 + 𝒚 + 𝟓 𝟐 = 𝟒𝟗

Center (-4, -5) and radius = 7



The Circleالدائرة
رةللدائالعموديةللصورةالآتيةالمعادلةحول:(5)مثال

القطرونصفالمركزوأوجد

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟔𝒙 − 𝟏𝟎𝒚 + 𝟓 = 𝟎

:الحل

(3,5-)المركز

𝟗=نق + 𝟐𝟓 − 𝟓 = 𝟐𝟗

بإكمال المربع  𝒙 + 𝟑 𝟐 − 𝟗 + 𝒚 − 𝟓 𝟐 = 𝟐𝟗

𝒓 = 𝟐𝟗

Example (5): Convert the following equation
for the vertical image of the circle and find
the center and radius

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟔𝒙 − 𝟏𝟎𝒚 + 𝟓 = 𝟎

The solution:
Center (-3,5)

radius = 𝟗 + 𝟐𝟓 − 𝟓 = 𝟐𝟗

Completing the square 

𝒙 + 𝟑 𝟐 − 𝟗 + 𝒚 − 𝟓 𝟐 = 𝟐𝟗

𝒓 = 𝟐𝟗
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,(2,4)النقاطموضعإدرس:(6)مثال بالنسبة(0,3),(7,2)

للدائرة

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟒𝒙 = 𝟏𝟐

:الحل

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟒𝒙 = 𝟏𝟐 ⇒ (𝒙 − 𝟐)𝟐+𝒚𝟐 = 𝟏𝟔

𝒓ونصف القطر  (2,0)المركز = 𝟒 + 𝟏𝟐 = 𝟒

(0,3)     (𝟎 − 𝟐)𝟐+𝟗 = 𝟏𝟑 < 𝟏𝟔 الدائرة داخلتقع 

𝟕)     (7,2)الدائرة خارجتقع  − 𝟐)𝟐−𝟒 = 𝟐𝟏 > 𝟏𝟔

𝟐)     (2,4)الدائرةعلىتقع  − 𝟐)𝟐+𝟒𝟐 = 𝟏𝟔 = 𝟏𝟔

Example (6): Study the position of points (2,4), 
(7,2), (0,3) for the circle

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟒𝒙 = 𝟏𝟐

The solution:
𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟒𝒙 = 𝟏𝟐 ⇒ (𝒙 − 𝟐)𝟐+𝒚𝟐 = 𝟏𝟔

Center (2,0) and radius 𝒓 = 𝟒 + 𝟏𝟐 = 𝟒

(0,3)   (𝟎 − 𝟐)𝟐+𝟗 = 𝟏𝟑 < 𝟏𝟔 The circle is inside
(7,2) (𝟕 − 𝟐)𝟐−𝟒 = 𝟐𝟏 > 𝟏𝟔 It is outside the circle
(2,4) (𝟐 − 𝟐)𝟐+𝟒𝟐 = 𝟏𝟔 = 𝟏𝟔 It is Lies on the 
circle 
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للدائرةبالنسبةi,ii,iiiالمستقيماتموضعوضح:(7)مثال

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟒𝒙 − 𝟔𝒚 − 𝟏𝟐 = 𝟎

i) 𝟒𝒙 + 𝟑𝒚 = 𝟒𝟐 ii) y=1

iii) 𝟒𝐲 − 𝟑𝐱 − 𝟐𝟒 = 𝟎

𝒙𝟐:الحل + 𝒚𝟐 − 𝟒𝒙 − 𝟔𝒚 − 𝟏𝟐 = 𝟎

5=القطرونصف(2,3)المركز

i) 𝒅 =
𝒂𝒙+𝒃𝒚+𝒄

𝒂𝟐+𝒃𝟐
=

𝟒 𝟐 +𝟑 𝟑 −𝟒𝟐

𝟏𝟔+𝟗
مماس5=

ii)
𝟐 𝟎 +𝟏 𝟑 −𝟏

𝟎+𝟏
=2 قاطع

iii)
𝟑 𝟐 +𝟒 −𝟑 −𝟐𝟒

𝟏𝟔+𝟗
=

𝟑𝟎

𝟐𝟓
=6 خارج

Example (7): Indicate the position of the 
lines i, ii, iii in about to the circle

𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟒𝒙 − 𝟔𝒚 − 𝟏𝟐 = 𝟎

i) 𝟒𝒙+ 𝟑𝒚= 𝟒𝟐 ii) y = 1 iii) − 𝟑𝒙− 𝟐𝟒= 
𝟎
Solution: 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟒𝒙 − 𝟔𝒚 − 𝟏𝟐 = 𝟎

Center (2,3) and radius = 5

i) 𝒅= 
𝒂𝒙+𝒃𝒚+𝒄

𝒂𝟐+𝒃𝟐
=

𝟒 𝟐 +𝟑 𝟑 −𝟒𝟐

𝟏𝟔+𝟗
=5  tangent

ii ) 𝒅=
𝟐 𝟎 +𝟏 𝟑 −𝟏

𝟎+𝟏
=2 interrupts

iii) 𝒅
𝟑 𝟐 +𝟒 −𝟑 −𝟐𝟒

𝟏𝟔+𝟗
=

𝟑𝟎

𝟐𝟓
=6 outside
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فيهاقطرنهايتيالتىالدائرةمعادلةأوجد:(8)مثال

(-1,-2) القطرونصفالمركزأوجدثم(0,2),

:الحل

𝒙 − 𝟎 𝒙 + 𝟏 + 𝒚 − 𝟐 𝒚 + 𝟐 = 𝟎

𝒙𝟐 + 𝒙 +𝒚𝟐 +𝟐𝒚 − 𝟒 = 𝟎

𝒙𝟐 +𝒚𝟐 +𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝟒 = 𝟎

−)المركز
𝟏

𝟐
ونصف القطر(𝟎,

𝒓 = 𝒈𝟐 + 𝒇𝟐 − 𝒄 =
𝟏

𝟒
+ 𝟎 + 𝟒 =

𝟏𝟕

𝟐

Example (8): Find the equation of the circle
in which the two ends of diameter are
(-1, -2), (0,2) then find the center and
radius
The solution:

𝒙 − 𝟎 𝒙 + 𝟏 + 𝒚 − 𝟐 𝒚 + 𝟐 = 𝟎

𝒙𝟐 + 𝒙 +𝒚𝟐 +𝟐𝒚 − 𝟒 = 𝟎

𝒙𝟐 +𝒚𝟐 +𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝟒 = 𝟎

Center (−𝟏 / 𝟐, 𝟎) and radius 

𝒓 = 𝒈𝟐 + 𝒇𝟐 − 𝒄 =
𝟏

𝟒
+ 𝟎 + 𝟒 =

𝟏𝟕

𝟐
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(7,9)نقطةمنالمرسومالمماسطولأوجد:(9)مثال

للدائرة

𝒙𝟐 +𝒚𝟐 +𝟒𝒙 − 𝟔𝒚 − 𝟏𝟐 = 𝟎

:الحل

𝒑𝒑𝟏 = 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑔𝑥 + 2𝑓𝑦 + 𝑐

𝒑𝒑𝟏

= (𝟕)𝟐+(𝟗)𝟐+ −𝟒 𝟕 + 𝟔 𝟗 + (−𝟏𝟐)

= 𝟏𝟐

وحدة طول12= اذن طول المماس المرسوم 

Example (9):Find the length of the 
tangent drawn from point (7,9) for the 
circle

𝒙𝟐 +𝒚𝟐 +𝟒𝒙 − 𝟔𝒚 − 𝟏𝟐 = 𝟎

The solution:

𝒑𝒑𝟏 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟐𝒈𝒙 + 𝟐𝒇𝒚 + 𝒄

𝒑𝒑𝟏 = (𝟕)𝟐+(𝟗)𝟐+ −𝟒 𝟕 + 𝟔 𝟗 + (−𝟏𝟐) = 𝟏𝟐

So the drawn tangent length = 12 unit 
length
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:الآتيتينللدائرتينالأساسيالمحورمعادلةأوجد:(10)مثال

𝝋𝟏 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟔𝒙 + 𝟒𝒚 − 𝟕 =0

𝝋𝟐 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝟏 =0

:الحل

𝝋𝟏هيللدائرتينالأساسيالمحورمعادلة − 𝝋𝟐 = 𝟎

𝟐𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝟔 = 𝟎

𝒙هيللدائرتينالأساسيالمحورمعادلةاذن + 𝒚 − 𝟑 = 𝟎

Example (10):  Find the basic axis equation 
for the following two circles:
𝝋𝟏 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟔𝒙 + 𝟒𝒚 − 𝟕 =0

𝝋𝟐 𝒙, 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝟏 =0

The solution:
The equation for the fundamental axis of 
the two circles is 𝝋𝟏 − 𝝋𝟐 = 𝟎

𝟐𝒙+ 𝟐𝒚− 𝟔= 𝟎
So the equation for the fundamental axis of 
the two circles is 𝒙+ 𝒚− 𝟑= 𝟎



تمًالإنتهاءًمنًالمحاضرة

تهالسلامًعليكمًورحمةًاللهًوبركا


