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 الباب الأول

 مقدمة
 

 مقدمة (1-1)

دالة تفاضلية )أي قابلة للتفاضل(  x = f (t)نعلم من دراستنا السابقة أنه إذا كانت  

المتغير التابع فإنه يمكن حساب  xالمتغير المستقل و  tحيث 
dt

dx
وهي هندسياً تمثل ميل  

. أيضاً يمكن tبالنسبة للمتغير  xالدالة وجبرياً معدل تغير  x = f (t)المماس للمنحنى 

حساب 
2

2

dt

xd
x  .وكذلك يمكن حساب المشتقات الأعلى إذا كانت الدالة قابلة لذلك 

هو الزمن فإن  tهي المسافة و  xفإذا كانت 
dt

dx
x   تمثل سرعة جسيم يتحرك على

م عند أي لحظة هي . وتكون عجلة الجسtعند أي لحظة  xالمحور 
2

2

dt

xd
فإذا كان هناك  

تساوي  tبحيث تكون سرعته عند أي لحظة  xجسم يتحرك في خط مستقيم هو المحور 

 فإن: مقدار ثابت 

 
dt

dx
 (1) 

بعد  xحيث   xكذلك إذا كان هناك جسيم يتحرك في خط مستقيم تحت تأثير قوة مقدارها 

 حركته طبقاً لقانون نيوتن هي: ةدلام عن نقطة ثابتة فإن معالجسي

 x
dt

xd
m 

2

2
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2

2

d x
x

dt
  (2) 

حيث 
m


   ،ثابتm .كتلة الجسيم 

ومشتقة ذلك  xهما ببساطة علاقتين بين المتغير التابع  (2) ,(1)يلاحظ أن المعادلتان 

 .t المستقللمتغير المتغير بالنسبة ل

 (:1تعريف )

والمتغير المستقل  ومشتقاته xالمعادلة التفاضلية هي علاقة بين المتغير التابع  

t. 

 (:1مثال )

والتي يكون فيها  y = f (x)اكتب المعادلة التفاضلية التي تمثل منحنى الدالة  

عن المحورين  مساوياً لمجموع بعدي النقطة (x, y)ميل المماس للمنحنى عند أي نقطة 

x, y. 

 الحـــل

 ميل المماس عند أي نقطة هو
dx

dy
 

 وعلى ذلك يكون: (x + y)ومجموع بعدي النقطة عن المحاور هو 

 yx
dx

dy
  (3) 
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 (:2مثال )

اكتب المعادلة التفاضلية التي تمثل حركة جسيم يتحرك في خط مستقيم تحت  

 .هو  ب عند أي لحظة مع سرعة الجسيم وثابت التناسبتأثير عجلة تتناس

 الحـــل

سرعة الجسيم هي  .تمثل الزمن tوأن  xعلى المحور نفرض أن الجسيم يتحرك  

dt

dx
وعجلته  

2

2

dt

xd
 والمعادلة التفاضلية للحركة هي: 

dt

dx

dt

xd


2

2

 

 (:3مثال )

ر الكحول يتبخر بمعدل يتناسب مع كمية الكحول الموجودة حيث ثابت إذا كان لت 

 .tاكتب المعادلة التفاضلية التي تمثل كمية الكحول الموجودة عند أي لحظة  التناسب 

 الحـــل

فإن معدل تناقص الكحول  Qبفرض أن كمية الكحول الموجود عند أي لحظة هي  

هو 
dt

dQ
 علماً بأن: 

 Q
dt

dQ
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 (:2تعريف )

حل المعادلة )بصفة عامة( هو إيجاد المتغير التابع كدالة في المتغير المستقل  

 بحيث يكون ومشتقته تحقق المعادلة التفاضلية.

 أمثلة:

 هو (1)حل المعادلة التفاضلية  

x =  t + c 

و  xلأن  cوذلك لأي ثابت 
dt

dx
 .(1)معادلة تحقق ال 

 هو (2)( حل المعادلة التفاضلية 2)

tt
ececx

 
 21  

و  xمقادير ثابتة وذلك لأي  c1, c2حيث 
2

2

dt

xd
 (2)تحقق المعادلة  

 بالصورة (3)( حل المعادلة التفاضلية 3)

 xcey x  1  

 .cوذلك لأي مقدار ثابت 

 y ,)تحقق من أن
dx

dy
 (.(3)تحقق المعادلة  
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 تصنيف المعادلات التفاضلية: (1-2)

 لنأخذ في الاعتبار المعادلات التفاضلية الآتية: 

 yx
dx

dy
  (1) 

 025
2

2

 y
dx

dy

dx

yd
 (2) 

 122  xyyx  (3) 

   xyyyy ln2
4

  (4) 

   1cos32
 xyyyxy  (5) 

   0
 yeyx x  (6) 

   yxyyy  633  (7) 

y  حيث
dx

dy
 ،y

dx

yd


2

2

 وهكذا. 

 (:1تعريف )

 رتبة المعادلة التفاضلية هي رتبة أعلى مشتقة فيها. 

 (6)، (5)، (2)من الرتبة الأولى، والمعادلات  (7)، (3)، (1)وعلى ذلك تكون المعادلات 

 من الرتبة الثالثة. (4)من الرتبة الثانية والمعادلة 

 (:2تعريف )

 درجة المعادلة التفاضلية هي درجة )أس( أعلى مشتقة فيها. 

 (5)من الدرجة الأولى و المعادلة  (6)، (4)، (3)، (2)، (1)وعلى ذلك فإن المعادلات 
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 ة.من الدرجة الثالث (7)من الدرجة الثانية والمعادلة 

 (:3تعريف )

يقال أن المعادلة التفاضلية خطية إذا كان المتغير التابع ومشتقاته كمقادير من  

yالدرجة الأولى أي لا يوجد فيها حدود بالصورة 
2
, y

3
yyأو  … ,   أو    ...,,

22
yy  

أو  yy  .وهكذا 

غير خطية  (3)معادلا خطية بينما المعادلة  (6)، (2)، (1)وعلى ذلك فإن المعادلات 

yلاحتوائها على 
غير خطية لوجود  (4)والمعادلة  2 4y  غير خطية  (5)والمعادلة

yy لوجود الحد   غير خطية لأكثر من سبب.  (7)والمعادلة 

رتبة النونية )والدرجة الولى( لها الصورة العامة وعموماً فإن المعادلة الخطية التي من ال

 الآتية:

          xfyxayxa
dx

yd
xa

dx

yd
xa nnn

n

n

n
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1

10 ...  (8) 

 (:4تعريف )

يقال أن المعادلة التتفاضلية متجانسة إذا كان لا يوجد بها حد )أو أكثر( يحتوي  

على المتغير المستقل فقط. أما إذا كان بها حد أو أكثر يحتوي على المتغير المستقل فقط 

 المعادلة تكون غير متجانسة. فإن

غير متجانسة  (3)والمعادلة  xغير متجانسة نظراً لوجود  (1)وعلى ذلك المعادلة 

x)لاحتوائها على 
2
غير  (5)والمعادلة  ln xغير متجانسة لاحتوائها  (4)والمعادلة  (1 + 

 فهي معادلات متجانسة. (7)، (6)، (2)أما المعادلات  cos xمتجانسة لاحتوائها على 

 f (x)  0وغير متجانسة إذا كانت  f (x) = 0فتكون متجانسة إذا كانت  (8)أما المعادلة 
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 ( الحل العام للمعادلة التفاضلية:1-3)

 نعود الآن إلى المعادلة التفاضلية الآتية: 

 2
dt

dx
 (1) 

حسب تعريف الحل. كذلك  (1)ق المعادلة ومشتقاتها الأولى تحق x1 = 2tنلاحظ أن الدالة 

وعلى ذلك فهي أيضاً حل )مجرد  (1)ومشتقاتها تحقق المعادلة  x2 = 2t + 1فإن المعادلة 

مجرد حل. وهكذا يوجد عدد لا نهائي من  x3 = 2t – 5وكذلك  10)حل( يحقق المعادلة 

 الدوال كل منها مجرد حل. وعموماً فإن:

 x = 2t + c (2) 

لأنه يمكن الحصول  x1, x2, x3ت اختياري( هي أيضاً حل ولكنه يختلف عن ثاب c)حيث 

على الترتيب بينما لا يمكن الحصول على  c = 0, c = 1, c = -5بوضع  x1, x2, x3على 

x1  منx2  أوx2  منx3  وهكذا. لذلك فإنx  وذلك لأنه  (1)تسمى بالحل العام للمعادلة

 .cى وذلك باختيار مناسب للثابت يمكن الحصول على جميع الحلول الأخر

 (:1تعريف )

الحل العام للمعادلة التفاضلية هو الحل الذي يحتوي على عدد من الثوابت  

 مساوي لرتبة المعادلة.

هو حلها العام لاحتوائه على ثابت  (2)من الرتبة الأولى لذلك فإن  (1)ويلاحظ أن المعادلة 

 واحد.

ية الحلول نرسم معادلات الخطوط المستقيمة )المنحنيات( ولفهم العلاقة بين الحل العام وبق

x, x1, x2, x3, …  هي مجموعة من الخطوط المستقيمة )وذلك بإعطاء  (2)فإن المعادلة

 فإن أي منها يمثل أحد أعضاء تلك المجموعة. … ,x1, x2, x3( أما cقيم مختلفة للثابت 
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يكون أي من أفرادها محققاً حنيات التي وعموماً فإن الحل العام يمثل عائلة )مجموعة( المن

للمعادلة التفاضلية وعند اختيار قيمة عددية للثابت )أو للثوابت( فإننا نقوم باختيار أحد 

 أعضاء تلك العائلة من المنحنيات.

 (:1مثال )

 المعادلة 

 x
dt

xd


2

2

 (3) 

 فإن أي من الدوال

 tex 1 ,  tex 52  ,  tex 3 , 

 tex  24 ,  tecx 15  ,  tecx  26  

بمعنى أن أي منها يحققها مع ملاحظة أن أي منها لا يمثل  (3)هو مجرد حل للمعادلة 

ن )حيث أن المعادلة من ، وذلك لأن أي منها لا يحتوي على ثابتي(3)الحل العام للمعادلة 

 الرتبة الثانية(.

 أما الدالة 

 tt ececx  21  (4) 

 ثوابت.  c1, c2حيث 

. (3)هي الحل العام للمعادلة  xفهي حل بالإضافة لاحتوائه على ثابتين وعلى ذلك فإن 

ي فإن أ x1, x2, …, x6هي مجموعة المنحنيات التي تمثل الحل العام، أما  (4)بمعنى أن 

 فراد تلك العائلة ويلاحظ أنه يمكن الحصول علىمنها أحد أ

x1  منx  باختيارc1 = 1, c2 = 0 ،x2  منx  باختيارc1 = -5, c2 = 0 

x3  منx  باختيارc1 = 0, c2 = 1 ،x5  منx  باختيارc2 = 0 .وهكذا 



 معادلات تفاضلية 

 
9 

 ( الحل الوحيد للمعادلة التفاضلية:1-4)

د من الشروط )تسمى الشروط الابتدائية أو إذا أضفنا إلى المعادلة التفاضلية عد 

تعيين الثوابت الاختيارية في يمكن  هالشروط الحدية( مساوي لرتبة المعادلة التفاضلية فإن

وط الابتدائية رالحل العام للمعادلة. هذا الحل يسمى بالحل الوحيد للمعادلة لأنه يحقق الش

 )الحدية( المعطاة.

 (:1تعريف )

ل المستنتج من الحل العام بعد تعيين الثوابت فيه )وذلك الحل الوحيد هو الح 

 باستخدام الشروط الحدية أو الابتدائية(.

 (:1مثال )

2الحل العام للمعادلة  
dt

dx
 هو 

x = 2t + c 

 ويكتب x = 0عندما  t = 0فإذا 

x(0) = 0 

 فإن: x = 0, t = 0فإنه بالتعويض عن 

0 + 0 + c 

 c = 0 ومنها

 أي أن الحل الوحيد الذي يحقق الشرط المطلوب هو:

x = 2t 

 كذلك فإذا أردنا إيجاد الحل الوحيد الذي يحقق 

x(1) = -7 
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 وعلى ذلك يكون الحل الوحيد هو: c = -5فإن  فإنه بالتعويض في الحل العام

x = 2t - 5 

 (:2مثال )

 أوجد الحل الوحيد للمعادلة  

x
dt

xd


2

2

 

 حيث

x(0) = 0, x(1) = 1 

 

 الحـــل

 ( 8نعلم أن الحل العام هو )مثال ص 

tt ececx  21  

 وباستخدام الشروط المعطاة فإن:









 1

0

1

21

21

ecec

cc
 

 بحلهما يكون: c1, c2وهما معادلتان في المجهولين 

1221



e

e
cc  

 والحل الوحيد الذي يحقق الشروط المعطاة هو
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 tt ee
e

e
x 
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 يلاحظ أن المعادلة التفاضلية من الرتبة الثانية يلزم شرطان لإيجاد الحل الوحيد.

 (:3مثال )

 أوجد الحل الوحيد في المثال السابق الذي يحقق الشروط  

x(0) = 0,  0 1x    

 الحـــل

 في الحل العام نحصل على x(0) = 0بالتعويض عن  

 c1 + c2 = 0 (*) 

وبالتعويض عن الشرط  0 1x    ًفإننا نحسب أولاx من الحل العام 

 tt ececx  21
 

 ومنها

 1 = c1 – c2 (**) 

 نحصل على: c1, c2في المجهولين  (**) ,(*)بحل المعادلتين 

2

1
21  cc  

 حل الوحيد الذي يحقق الشروط هو:وعلى ذلك فإن ال

 tt rex 
2

1
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 ملاحظة هامة:

للمعادلة التفاضلية عرفنا الحل أو الحلول للمعادلة التفاضلية وذلك على فرض أن  

حل موجود. وفي الواقع هناك أكثر من نظرية وكل منها بشروط معينة تضمن لنا وجود 

من هذه النظريات لاحقاً. أما الآن فسوف  حل للمعادلة التفاضلية وسوف نتعرض لبعض

نقوم بتقسيم المعادلات التفاضلية تبعاً لرتبتها إلى مجموعات وسوف نعطي طريقة أو أكثر 

 لكيفية إيجاد حل أو حلول كل منها.
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 الباب الثاني

 معادلات الرتبة الأولى
 

 هذه المعاملات لها الصورة العامة الآتية: 

 yxfy ,  

 Separable equations ( المعاملات القابلة للفصل2-1)

 إذا كانت المعاملات على الصورة: 

 
 yN

xM

dx

dy
  

 التي يمكن كتابتها على الصورة:

   dxxMdyyN   

في الطرف الآخر وهذه المعادلات يمكن حلها  y, dyفي طرف و  x, dxوبذلك أمكن كتابة 

 وذلك بتكامل طرفي المعادلة. والأمثلة سوف توضح ذلك. 

 (:1مثال )

 حل المعادلة التفاضلية الآتية: 

 12

243 2






y

xx

dx

dy
 

 .y(0) = -1 حيث

 الحـــل

ك فإن المطلوب هو الحل الوحيد الذي لذل y(0) = -1حيث أنه أضيف الشرط  

بالشرط وسوف نحصل أولاً على الحل العام ومنه نوجد الحل الوحيد لذلك نكتب  حققي
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 المعادلة كالآتي:

2(y – 1) dy = (3x
2
 + 4x + 2) dx 

 وبإجراء تكامل الطرفين فإن:

y
2
 – 2y = x

3
 + 2x

2
 + 2x + c 

دلة التفاضلية. ولإيجاد الحل الوحيد ثابت اختياري وهذا هو الحل العام للمعا cحيث 

 في الحل العام فإن: y(0) = -1نعوض بالشرط 

1 + 2 = c = 3 

 ويكون الحل الوحيد هو:

y
2
 – 2y = x

3
 + 2x

2
 + 2x + 3 

 (:2مثال )

 أوجد الحل الوحيد للمعادلة 

 
221

cos

y

xy

dx

dy


 , y(0) = 1 

 الحـــل

 يكون:بفصل المتغيرات في المعادلة المعطاة  

dxxdy
y

y
cos

21 2










 
 

 وبإجراء تكامل الطرفين يكون:

cxyy  sinln 2
 

 وهذا هو الحل العام للمعادلة وبالتعويض عن الشرط المطلوب في الحل العام يكون
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0 + 1 = sin(0) + c   c = 1 

 وعلى ذلك فإن الحل الوحيد هو:

1sinln 2  xyy  

 ملاحظة:

أن كل معادلة قابلة للفصل )يمكن فصلها( والدليل لنعتبر المثال  ليس صحيحاً  

 الآتي:

y' = sin(x y) 
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 تمارين
 أوجد الحل العام لكل من المعادلات الآتية:

(1) 
y

x
y

2

   

(2) 0sin2  xyy  

(3) 
 3

2

1 xy

x
y


  

(4) 2 21y x y xy      

(5)   yxy 2coscos 22  

(6) 21 yyx   

(7) 
y

x

ey

ex
y








 

(8) 
2

2

1 y

x
y


  

 أوجد الحل الوحيد لكل من المعادلات الآتية:

(9)     03cos2sin  dyydxx ; 
3

1

2









y  

(10) 0  dyyexdx x ; y(0) = 1 

(11) r
d

dr



; r(0) = 2 
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(12) 
yxy

x

dx

dy
2

2


 ; y(0) = -2 

(13)   2

1
23 1


 xxy

dx

dy
; y(0) = 1 

(14) 
y

x
y

21

2


 ; y(2) = 0 

 أوجد الحل العام لكل مما يأتي:

(15)  2 11 siny x dy x dx   ; |x| < 1 

(16) 
dcx

bax
y




  

 ad – bc  0ثوابت،  a, b, c, dحيث 

(17) 
dcy

bay

dx

dy




  

 ad – bc  0ثوابت،  a, b, c, dحيث 

(18) 










 x
y

eyxy

1

21 ; x  0 
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 ( معادلات على الصورة2-2)

      xgxyxpy   (1) 

في  (1)بحيث إذا ضربنا   (x) > 0سوف نبحث عن دالة ما  (1)لإيجاد حل هذه المعادلة 

 (x)  بالصورة  (1)يكون الطرف الأيسر من    xyx :أي أن 

    ypyy   

 =  y' + ' y 

  (x) p(x) = '(x) 

 
 
 

 dxxp
x

xd





 

 وبإجراء تكامل الطرفين نحصل على:

   
x

dttpx
0

ln   

 ومنها

    
x

dttpx exp  (2) 

في  (1)بضرب طرفي المعادلة  x  حيث نختار x  فإن: (2)كما في 

    gypyy  


     gy
dx

d
   

 وبإجراء التكامل يكون: dxبضرب الطرفين في 
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x

dttgtc
x

xy 


1
 (3) 

حيث  (1)هو الحل العام للمعادلة التفضلية  x  (2)هي كما في. 

 x .تسمى بمعامل التكامل 

 (:1مثال )

 الحل العام للمعادلة التفاضلية أوجد 

y' – 2xy = x 

 الحـــل

 في هذه المسألة نجد أن: 

p(x) = -2x, g(x) = x 

 وعلى ذلك يكون

      22exp2expexp x
xx

extdtdttpx    

 وعليه يكون

  
  













 


x

t dttec
x

xy
21


 









  22

2

1 xx ece  

 .وهذا هو الحل العام للمعادلة
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 (:2مثال )

 :حل المعادلة التفاضلية 

    3222  xy
dx

dy
x ; x  2 

 الحـــل

 يكون (1)بكتابة المعادلة المعطاة على صورة المعادلة  

 222
2

1











 xy

xdx

dy
 

 وعلى ذلك يكون:

 
x

xp



2

1
,     222  xxg  

 فإن: (2)باستخدام 

   
2

1

2

1
lnexp

2
expexp
























  xxt

dt
dttpx

xx

  

 فإن: (3)من 

     
 
  

















 

x

dt
t

t
cxxy

2

22
2

2

 

    2
22  xcx  

   22
3

 xcx  
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 (:3مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

 xexyy cos5cot  ; x  (0, ) 

 الحـــل

p(x) = cot x,    xexg cos5  

 (2)من العلاقة 

       xxdttdttpx
xx

sinsinlnexpcotexpexp    

 الصورة: يأخذ y(x)فإن الحل العام  (3)ومن العلاقة 

  cos1
5 sin

sin

x

ty x c t e dt
x

 
  

 
  

 xec
x

cos5
sin

1
  

 (:4مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

   323 32 xyxyx  ; x  0 

 الحـــل

 بإعادة كتابة المعادلة فإنها تأخذ الصورة: 
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1
32
3

2










 
 y

x

x
y  

 وعلى ذلك

 
3

232

x

x
xp


 ,  g(x) = 1 

     








 


xx

dt
t

t
dttpx

3

232
expexp  

 









x

t

dt

t

dt
32exp

3
 

2 3

1 1
exp ln

x x

  
     

  
 

2

1

3

1
xe

x



  

 وعلى ذلك فإن الحل العام 

  













 

x

tx dte
t

cexxy
22

1

3

1

3 1
 

















22

11

3

2

1
xx ecex  

2

1

33

2

1
xecxx
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 (:5مثال )

 حل المعادلة 

 xxxxyy 2cosec22cot212cot2  ; x  (0, ) 

 الحـــل

       
xx

dttdttpx 2cot2expexp  

 x2sinlnexp   

x2cosec  

 وعلى ذلك

    












 
x

dtttttcxxy 2cosec22cot212cosec2sin  

      xxxcx 2cot2cosec2sin   

= c sin 2x + x + cos 2x. 

 وهو الحل العام للمعادلة.

 Bernoulli Equation ( معادلة برنولي2-3)

 خطية وصورتها كالآتي: هي معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى وهي غير 

   ny p x y y g x    

 ثابت لا يساوي الواحد الصحيح. nحيث 

 وبإجراء التحويل
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  nyxv  1  

  
dx

dy
yn

dx

dv n 1  

 
dx

dv

n

y

dx

dy n




1
 

 في معادلة برنولي نحصل على: 'yبالتعويض عن 

   xgyxyp
dx

dv

n

y n
n


1

 

          xgnxpxvn
dx

dv
 11  

... وبحلها v(x)المجهول فيها هو  18ص (1)وهي معادلة تفاضلية على شكل المعادلة 

 .y(x)وبالتالي  v(x)يمكن إيجاد قيمة 

 (:1مثال )

 حل المعادلة 

5xyyy   

 الحـــل

 لذلك نفرض أن: n = 5هذه المعادلة هي معادلة برنولي حيث  

  4 yxv   
dx

dv
yy 5

4

1
  

 بالتعويض في المعادلة الأصلية يكون
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5 51

4

dv
y y xy

dx
    

 xv
dx

dv
44   

   x
x

edxx 44exp    

  













 

 dxecexv xx 44 44  









  xxx exece 444

4

1
 

  
4

1

44

4

1










 xxx execexy  

 وهو الحل العام للمعادلة المطلوبة.

 (:2مثال )

 ل المعادلةح 

42 xyxyy   

 الحـــل

 n = 4هي معادلة برنولي حيث  

 نضع
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  3 yxv     
dx

dv
yy 4

3

1
  

 بالتعويض في المعادلة المعطاة فإن:

44 2
3

1
xyxy

dx

dv
y   

 xxv
dx

dv
36   

     2323exp6exp x
x

exdxxx    

   













 


x

xx dxxecexv
22 33 3  









  22 33

2

1 xx ece  

2

123  xce  

  
3

1

3

2

12










 xcexy  

 (:3مثال )

 حل المعادلة 

  421
3

1

3

1
yxyy   



 معادلات تفاضلية 

 
27 

 الحـــل

 لذلك نضع  n = 4هي معادلة برنولي حيث  

3 yv     
dx

dv
yy 4

3

1
  

 بالتعويض في المعادلة الأصلية

   44 21
3

1

3

1

3

1
yxy

dx

dv
y   

 12  xv
dx

dv
 

   x
x

edtx  exp  

    













 


x

tx dtetcexv 12  

xcex 21  

     3

1

21


 xcexy x  

 (:4مثال )

 حل المعادلة: 

   3ln1 yx
x

y
y  ; x > 0 

 الحـــل



 معادلات الرتبة الأولى

 
28 

 . بوضعn = 3هي معادلة برنولي حيث  

2 yv     
dx

dv
yy 3

2

1
  

   33 ln1
1

2

1
yxy

xdx

dv
y   

 xv
xdx

dv
ln1

2
  

   22exp x
x

dx
x 








   

       


dxxxc
x

xv ln1
1 2  









 xxxc

x
ln

3

2

9

41 33

2
 

  
2

1

2
ln

3

2

3

2


















 xx

x

c
xy  

 (:5مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

 
2

2 1
y y

x x y
   ; x > 0 

 الحـــل

 لذلك نفرض أن n = -1هي معادلة برنولي حيث  
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2yv      
dx

dy
y

dx

dv
2  

 في المعادلة الأصلية 'yبالتعويض عن 

yx
y

x
v

y 2

12

2

1
  

 
2

4 2
v v

x x
    

   44
exp x

x

dx
x    

    2

4

1
2v x c x dx

x
  
   

4

2

3

c

x x
   

 
4

2

3

c
y

x x
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 تمارين
 أوجد الحل العام لكل مما يأتي:

(1) xexyy 23   

(2) xexyy 222   

(3) 1 xxeyy  

(4) xy
x

y 2cos3
1

 ;   x > 0 

(5) xeyy 2  

(6) xyyx sin2  ;   x > 0 

(7) xy
x

y sin
1

 ;   x > 0 

(8) 
x

x
xyyx

sin
32  ;   x > 0 

(9) xxxyy 2sintan  ;  x  0,
2

 
 
 

 

(10) xeyyx  2 ;   x < 0 

 أوجد الحل الوحيد لكل مما يأتي:

(11) xxeyy 22 ;   y(0) = 1 

(12) 
21

1

x
yy


 ;   y(0) = 0 

(13) 
2

cos2

x

x
y

x
y  ;   x > 0,  y() = 0 
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(14) xeyy 22  ;   y(0) = 2 

(15) xyyx sin2  ;   x > 0, 1
2









y  

(16) xeyyx  ;    x > 0, y(1) = 1 

(17) 12 2  xxyyx ;  x > 0,  y(1) = 0 

(18) xxyy cosec2cot  ,  0,
2

x
 

 
 

 

(19) xxeyy 22  ;   y(1) = 0 

 أوجد الحل العام لكل مما يأتي:

(20) 02 32  yxyyx ;  x > 0 

(21) 2xyyy  ; 

(22) xeyyy 2  

(23) 63 yxyyx  ;   x > 0 

(24) 02  xxyyy  

 أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية الآتية:

(25) 
xedx

dy
y 


1

 

 لمعادلة:هو حل ل y1(x)نفرض أن  (62)

 y' + p(x) y = 0 (i) 

 هو حل للمعادلة y2(x)ونفرض أن 
 y' + p(x) y = g(x) (ii) 

 .(ii)هي أيضاً حل للمعادلة التفاضلية  y(x) = y1(x) + y2(x)أثبت أن 
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 Exact Equation ( المعادلات التامة2-4)

 لنعتبر الدالة 

(x, y) = c 

 ثابت cحيث 

 بإجراء التفاضل يكون

 0 dydxd yx   (*) 

 حيث:

x
x







 ,  

y
y







  

 فإذا كانت لدينا معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى )ليست بالضرورة خطية( على الصورة:

     0,,  yyxNyxM , (1) 

 فإن: (*)مع  (1)فإنه بمقارنة 

    yxNyxM yx ,,,    (2) 

 الدالة على ذلك تكون

(x, y) = c 

فإنها تكون هي  c ثابت اختياريوحيث أنها تحتوي على  (1)هي حل للمعادلة التفاضلية 

 الحل العام للمعادلة.

 يكون (2)صحيحاً فإنه بإجراء التفاضل في  (2)... وإذا كان (2)هذا إذا تحقق الشرط 

   yxNyxM xyxyxy ,,,    

  ولكن

yxxy    
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yxحيث    لذلك يجب أن يكون دوال متصلة ,

 My(x, y) = Nx(x, y) (3) 

لكي تكون تامة. وإذا تحقق الشرط  (1)هو الشرط الواجب توافره في المعادلة  (3)العلاقة 

 تكون تامة ويكون حلها بالصورة: (1)فإن المعادلة التفاضلية  (3)

(x, y) = c 

 .(2)يجب أن نستخدم  (x, y)لتعيين الدالة 

 (:1مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

032 223  yyxxy  

 الحـــل

 نفرض أن:

32xyM  ,  223 yxN   

 :فإن

   My = 6 x y
2
,  Nx = 6 x y

2
 

 نجد أنف

My = Nx 

لحةةل العةةام للمعادلةةة هةةي ا(x, y) = cأي أن المعادلةةة المعطةةاة تامةةة وذلةةك توجةةد دالةةة 

 أي أن: (2)في المعادلة  ينيجب أن تحقق الشرط (x, y)التفاضلية حيث أن 

 yxMx , ,   yxNy ,  
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 32xyM
x





 

 فإن: yمع ثبوت  xوبإجراء تكامل الطرفين جزئياً بالنسبة إلى 

  3 3 2, 2x y y x dx y x     ثابت 

ثابتة أي  yمع اعتبار  xلأن التكامل تم بالنسبة إلى المتغير  yثابت قد يكون دالة في هذا ال

 وعلى ذلك فإن: h(y)يجب أن نختار هذا الثابت على الصورة 

   yhyxyx  32,  

 فإن: (2)يجب أن تحقق المعادلة الثانية من  (x, y)وحيث أن 

 y = N 

  2 2 2 23 3x y h y x y   

 h'(y) = 0  h(y) = c1 

 وعلى ذلك يكون الحل العام للمعادلة هو:

  1

32, cyxyx   = constant. 

 أي:

cyx 32  

 (:2مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

  0sin21cos2  yxyxy  

 الحـــل
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 لكي نختبر إذا ما كانت المعادلة تامة أم لا نفرض أن:

      M = y
2
 cos x,  N = 1 + 2y sin x 

  My = 2y cos x,  Nx = 2y cos x 

 أي أن المعادلة تامة لذلك يجب أن تكون هناك دالة ما My = Nxويلاحظ أن 

(x, y) = c  الدالةهي الحل العام للمعادلة التفاضلية وهذه (x, y)  يجب أن تحقق

 أي أن: (2)الشرطين في 

 x = M = y
2
 cos x 

 ثابت فإن yمع اعتبار  xبالنسبة إلى  وبإجراء التكامل

 yhxyxdxy   sincos 22  

 فإن: (2)يجب أن تحقق الشرط الثاني في  وحيث أن 

 y = N   y = 2y sin x + h'(y) 

= 1 + 2y sin x 

    h'(y) = 1  h(y) = y + c1 

 الصورة:وتأخذ 

 (x, y) = y
2
 sin x + y + c1 = constant 

 الحل العام هو: 

y
2
 sin x + y = c 

 (:3مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

   2cos 2 sin 2 0y yy x xe x x e y       



 معادلات الرتبة الأولى

 
36 

 الحـــل

 لنختبر إذا ما كانت الدالة تامة أو غير تامة لذلك نفرض أن: 

 yxexyM 2cos  ,  2sin 2  yexxN  

 بإجراء التفاضل فإن:

 y
y xexM 2cos  ,  y

x xexN 2cos   

 ويلاحظ أن:

My = Nx 

 حيث:  = cوعلى ذلك فإن الحل العام هو 

 x = M,   y = N 

 أي أن:

y
x xexy 2cos   

     dxxexdxyyx y2cos,  

  yhexxy y  2sin  

 ولكن

    Nyhexx y
y  2sin  

2sin 2  yexx  

   h'(y) = 2   h(y) = 2y + c1 

 أي أن الحل العام بالصورة

2sin 2yy x x e y c    
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 تمارين
 

اختبر إذا ما كانت كل من المعادلات الآتية تامة أو غير تامة. وإذا كانت تامة أوجد حلها 

 العام:

(1) (2x + 3) + (2y – 2) y' = 0 

(2) (2x + 4y) + (2x – 2y) y' = 0 

(3) (9x
2
 + y – 1) – (4y – x) y' = 0 

(4) (2xy
2
 + 2y) + (2x

2
y + 2x) y' = 0 

(5) 
cybx

byax
y




  

(6) 
cybx

axby
y




  

(7)    sin 2 sin cos 2cos 0x xe y y x dx e y x dy     

(8)     0sin33sin  dyyexdxyye xx  

(9)     032cos22sin22cos  dyxxedxxxexye xyxyxy  

(10)   02ln6 







 dyxdxx

x

y
,  x > 0 

(11)     0lnln  dyxyxydxxyyx , x > 0, y > 0 

(12) 

   
0

2

3
222

3
22







 yx

ydy

yx

xdx
 

(13)   012
22

 dyedxyex xx  
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(14)     0324 22433  dyxyxdxxyyx  

(15)    cos cos sin sin 0y y x dx x x y dy     

(16)   023 33  dyedxxye xx  

(17)     05346 44265335  dyyxyxdxyxyx  

(18)   0222  xydxyx  
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 ( معادلات غير تامة ويمكن جعلها تامة:2-5)

 نفرض أن لدينا المعادلات التفاضلية الآتية: 

 M(x, y) + N(x, y) y' = 0 (1) 

 غير تامة، أي أن:ونفرض أن هذه المعادلة 

Nx  My 

   (x)فقط مثل  xنفرض وجود دالة ما في 

 نحصل على:  (x)في  (1)بضرب طرفي 

        0,,  yyxNxyxMx   

 بفرض أن المعادلة الأخيرة أصبحت تامة، فإن:

     xy NxMx    

   xy NN
dx

d
Mx 


   

 
 x

N

NM

dx

xd xy


 
  

  
 

 x
N

NM

dx

xd xy


 
  (2) 

 (2)فقط صحيحاً فإن الطرف الأيسر من  xكدالة في  (x)لوجود دالة فرضنا  كانفإذا 

 فقط. xوبالتالي الطرف الأيمن يجب أن يكون دالة في 

موجودة ويمكن إيجادها عن  (x)فقط فإن  (x)دالة في  (2)فإذا كان الطرف الأيمن من 

التي  (x)الطرفين. وبذلك نحصل على ثم إجراء تكامل  (2)طريق فصل المتغيرات في 

 تامة ويمكن معالجتها كالسابق. (1)تجعل المعادلة 
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 (:1مثال )

 لجعل المعادلة الآتية تامة، ثم أوجد حلها العام. (x)أوجد معامل التكامل  

    03 22  yxyxyxy  

 الحــل

 نجد أن: Mx, Nyبحساب  

Mx = 3x + 2y,  Nx = 2x + y 

 .(2)أي أن المعادلة غير تامة لذلك نحسب المعادلة  My  Nxواضح أن 

xyxx

yx

N

NM

dx

d xy 













2
 

 
x

dxd





 

 (x) = x 

يمكن جعلها تامة  xبحيث إذا ضربنا المعادلة التفاضلية في  (x) = xدالة  أي أنه توجد

 وهو عامل التكامل المطلوب.

 نحصل على: xبضرب المعادلة المعطاة في 

    03 2322  yyxxxyyx  

 (3-6وهي معادلة تامة )اختبر ذلك(. ولحلها نتبع نفس الخطوات في البند )

223 yxyxx  ,  yxxy
23   

  dxxydxxy 223  



 معادلات تفاضلية 

 
41 

 yhyxyx  223

2

1
 

  3 2 3 2

y x x y h y x x y       

 h'(y) = 0      cyh   

 والحل العام للمعادلة التفاضلية هو:

cyxxy  223

2

1
 

 دفقط وبع xكدالة في  (x)يلاحظ في الطريقة السابقة أنه فرضنا وجود دالة ما  

فقط، وهو الشرط الذي يجب  xفي صورة معادلة في  (2)هذا التصور أمكننا إيجاد الشرط 

فإنه لا فقط  yأو  yو  xدالة في  (2)دلة . فإذا كان الطرف الأيمن من المعا أن تحققه 

موجودة  . سوف نبين في المثال التالي أنه ليس صحيحاً أن xكدالة في  يمكن إيجاد 

 لكل المسائل التي تجعل المعادلة الغير تامة، تامة.

 المعادلة

    0322 224234  yxyxeyxyxyexy yy  

 هي معادلة غير تامة لأن

1628 243  xyexyexyM yy
y  

322 24  xyexyN y
x  

 فإن: (2)فقط نستخدم  xكدالة في  فإذا حاولنا إيجاد 

xyxeyx

xyexy

N

NM

y

y
xy

3

488
2242

23
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فقط وهذا يعني أنه لا يوجد  xالطرف الأيمن في العلاقة الأخيرة لا يمكن جعلها دالة في 

فقط تجعل المعادلة المعطاة تامة لذلك سوف نفكر إذا ما كانت  xكدالة في  عامل تكامل 

 تامة لذلك نفرض وجود  (1)فقط بحيث تجعل المعادلة التفاضلية  yكدالة في   هناك

 تامة. (1)بحيث تجعل المعادلة  yكدالة في 

(y)M + (y)N y' = 0 

 هي معادلة تامة، لذلك

    xy Ny
dy

d
MyM 


   

 
 
  M

MN

y

yd yx 





 (3) 

فقط.  yجب أن يكون دالة في وبالتالي الأيمن ي (3)يلاحظ أن الطرف الأيسر في  

كدالة  فقط فهذا يعني أنه توجد دالة  yهو دالة في  (3)فإذا وجد أن الطرف الأيمن من 

 تامة. (1)وبالتالي جعل المعادلة  فقط وعليه يمكن حساب  yفي 

فقط فمعنى  yليس دالة في  (3)فقط والأيمن من  xليس دالة في  (2)أما إذا كان الأيمن من 

وفي تلك الحالة فإن  x, yمعامل التكامل لتلك المعادلة يجب أن يكون دالة في هذا أن 

هي ما يسمى بمعادلة تفاضلية جزئية  x, yفي المتغيرين  (3)أو  (2)التعامل مع المعادلة 

 وهي في الواقع أصعب من المعادلة المعطاة.

 فإن: (3)بالعودة إلى المثال السابق وتطبيق الشرط 

yM

MN yx 4



 

 فقط وعليه yأي أنها دالة في 
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4d
dy

y






  

    
4

4 1
lnexp

4
exp

y
ydy

y
y 


   

وبعد ضرب المعادلة المعطاة في 
4

1

y
 تصبح تامة وتأخذ الصورة:

03
1

22
42

2
2

3




















 y

y

x

y

x
ex

yy

x
xe yy  

 وعلى ذلك

3

1
22

yy

x
xey

x 







  

4

2

2 3

y

x

y

x
ex y

y 







  

  dx
y

xdx
y

xdxe y

3

12
2  

 yh
y

x

y

x
ex y 

3

2
2  

 وعلى ذلك يكون

 yh
y

x

y

x
ex y

y


42

2
2 3
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42

2
2 3

y

x

y

x
ex y   

 h' (y) = 0   h(y) = c1 

constant013

2
2  cc

y

x

y

x
ex y  

 ويكون الحل العام هو:

c
y

x

y

x
ex y 

3

2
2  

 لصورة:نجد أن هناك معادلات تفاضلية على ا (3) ,(2)ا سبق ومن الصيغ مم

M + N y' = 0 

فقط أو  xقد تكون دالة في  وهي معادلات غير تامة ولكن يوجد في بعض المسائل دالة 

)ونحن لا نعلم أي من الحالات الثلاث  x, yفقط أو دالة في المتغيرين  yقد تكون دالة في 

 لدينا(. لذلك نسحب الكميتين الآتيتين:

 فقط( x)ويجب أن تكون دالة في    
N

NM xy 
 

 فقط( y)ويجب أن تكون دالة في    
M

MN yx 
 

وجعل المعادلة  لإيجاد  (3)أو  (2)فإذا كانت المسألة إحداهما أو كلاهما نستعمل الصيغ 

فقط فمعنى هذا  yولا الكمية الثانية دالة في  xتامة. أما إذا كانت لا الكمية الأولى دالة في 

 كدالة في متغير واحد لجعل المعادلة تامة. د أنه لا توج

 (:2مثال )
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 أوجد الحل العام للمعادلة: 

    022242 2342223  dyxyxydxyxyxyyxyx  

 الحــل

24444 323  xyxyxyxM y  

 122  xyNx  

 وعلى ذلك فإن المعادلة المعطاة غير تامة

323 444 xyxyxNM xy   

 وواضح أن

x
N

NM xy
2


 

بينما 
M

MN yx 
فقط وعلى ذلك نستخدم  xدالة في  فقط لذلك تكون  yليست دالة في  

 لنحصل على: (2)




x
dx

d
2   

2xe  

بضرب طرفي المعادلة المعطاة في 
2xe :تصبح تامة وتأخذ الصورة 

    022242
22 2342223  yexyxyeyxyxyyxyx xx  

   2

2242 42223 x
x eyxyxyyxyx   

  2232 x
y exyxy   
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لذلك نكامل  xبالنسبة إلى  xأسهل من تكامل  yجزئياً بالنسبة لـ  yوواضح أن تكامل 

y :لنحصل على 

 dyxedyyexdyye xxx 222

222 23  

 xkeyxey xx 
22 224

2

1
 

   xkexyyxxyxy x
x


222324 4222  

 التي حصلنا عليها سابقاً، فإن: xوبمقارنة هذا بـ 

k'(x) = 0  k(x) = c1 

 والحل العام للمعادلة هو:

cexyyxy x 









2

2
2

1 224  
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 تمارين
 

 أوجد الحل العام لكل من المعادلات الآتية:

(1)   02  dyyexydx y ; ( = y) 

(2)     023 2232  yyxyxyyx  

(3) 12  yey x  

(4)   02  dyxyydx  

(5) 0sin 







 dyy

y

x
dx  

(6)   02   dyexyydx xy  

(7)  cot 2 cosec 0x xe dx e y y y dy    

(8)    4 3 2 4 2 22 2 3 0y yxy e xy y dx x y e x y x dy       

(9)   01 2  yxxy  

(10)   02  yxyy  

(11)   032  xdydxxy  

(12)   022  xydydxyx  

(13)   0ln  xdydxxy  

(14)   023 22  xydydxyx  

(15)   01
1 2

23
 dyyx

x
dx

x

y
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(16) 
2

2
2 31

2 2 3 2 0x y y x y yx x
xe x ye e x e y

y y y

     
       

   
 

(17)   2sin cos sin cos 0
x

xy xy xy xy x xy y
y

 
    

 
 

(18)  
22 2

3 2 0x x y yy
e xe e e y y

x x
       

(19)    
2 22 2 2 31

1 0y ye x y e x y y y y
x

       

(20)  2cos sin cos sin 0
y

xy y xy xy xy xy y
x

 
    

 
 

(21) 
2

3 2

2

1
3 2 3 2 0

y y
y xy y y

x x x

   
        

  
 

(22)  
2

3 2 2 4 3 2
4 2 2 4 3 0

x
x y x y x x y x y

y

 
      

 
 

(23) 
2

2

2
1 0

y y x
y xy y

x x y

   
        

  
 

(24) 
2 2 2 22

2 0x xy y x xy yx x
e e e e y

y y
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 ( معادلات على الصورة:2-5)











x

y
F

dx

dy
 

 ومن أمثلة هذا النوع من المسائل

(1) 





















x

y
F

x

y

x

yx

dx

dy
2

2

22

1  

(2) 

2

2 2

22 2

1

1

y y

dy x xy y yx x
F

dx x y xy

x

   
              

   
  
 

 

أي أنها معادلات طرفها الأيمن دالة في 








x

y
فقط وليست كل المعادلات القابلة للكتابة  

 :على تلك الصورة فمثلا 

2

2 2

22 2

1

1

1

y

dy y x x

dx x y y

x

   
        

  
  
 

 

وجود الحد أن ويلحظ 







2

1

x
يجعل الأيمن ليس على الصورة  









x

y
F. 

 نعود الآن ونفرض أن المعادلة على الصورة:

 









x

y
Fy  (1) 
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 في هذه الحالة نستخدم التعويض

x

y
v   

 وعلى ذلك

y = v x 

 
dx

dv
xvy   

 نحصل على (1)بالتعويض في المعادلة 

 vF
dx

dv
xv   

   vvF
dx

dv
x   

 
  vvF

dv

x

dx


  

 xكدالة في  vوبإجراء تكامل الطرفين )حيث أمكن فصل متغيراتها( يمكن الحصول على 

 .vعويض عن بعد الت xكدالة في  yومنها يمكن إيجاد 

 (:1مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

2

2 2

x

xyy
y


  

 الحــل
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نفرض أن  
x

y
v   ومنها

dv
y v x

dx
   :بالتعويض في المعادلة فإن 

2

2

1

y y

dv x x
v x

dx

   
   

      

vv 22   

vv
dx

dv
x  2  

 
 

dv
vvvv

dv

x

dx















1

11

1
 

 وبإجراء تكامل الطرفين، نحصل على:

  cvvx ln1lnlnln   

1
lnln




v

cv
x  

 x
v

cv


1
 

 x

x

y

x

y
c





















1

 

 cy = x(y + x) 

xc

x
y




2
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 وهو الحل العام للمعادلة التفاضلية.

 (:2مثال )

 أوجد الحل الوحيد للمعادلة 

22

2

yx

yxy
y




  

 y(0) = 1الذي يحقق 

 الحــل

 لنبحث أولاا عن الحل العام 

 واضح أن:

2

2

1 





























x

y

x

y

x

y

y  

 بوضع
x

y
v    y = v x 

 
dx

dv
xv

dx

dy
  

 بالتعويض عن المعادلة التفاضلية نحصل على

2

2

1 v

vv

dx

dv
xv
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2

32

2

2

11 v

vv
v

v

vv

dx

dv
x









  

 
  x

dx
dv

vv

v






1

1
2

2

 

 
x

dx
dv

vvv













1

211
2

 

 وبإجراء تكامل الطرفين، يكون:

 
1

ln 2ln 1 ln lnv v x c
v

        

 
c

vv

vx
ln

11
ln

2




 

 
ve

v

cvx
12

1



 

 
  y

x

e
y

yxc



2

 

 نجد أن: y(0) = 1وهو الحل العام للمعادلة. بالتعويض بالشرط 

c = e
0
 = 1 

 الحل الوحيد بالصورة 

 










y

x

yeyx
2

 

 تمارين
 أوجد الحل العام لكل من المعادلات الآتية:
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(1) 
x

yx
y


  

(2) 02  xdyydx  

(3) 
2

22

x

yxyx
y


  

(4) 
xy

yx
y

2

3 22 
  

(5) 
yx

yx
y






2

34
 

(6) 
yx

yx
y






2

3
 

(7) 
yx

xy
y






2

2
 

(8) 
2

22 3

x

yxyx
y


  

(9) 
2 5

2 4

y x
y

x y

 
 

 
 

(10) 
72

1534






yx

yx
y  
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 ( معادلات من الرتبة الأولى والدرجات العليا:2-6)

إذا وضعنا  
dx

dy
p  :وذلك للسهولة فقط، فإن هذه المعادلات تأخذ الصورة 

       0,,..., 1

1

1  

 yxBpyxBpyxBp nn
nn

 (1) 

 أولاً: 

 أي كتابته على الصورة (1)كن تحليل الطرف الأيسر من إذا أم 

(p – F1)(p – F2) … (p – Fn) = 0 

 حيث:

Fi = Fi(x, y) 

 ومنها نحصل على:

1F
dx

dy
 ,  2F

dx

dy
 , …, nF

dx

dy
  

 نحصل على: ثابت واحد في كل منهاوبإجراء تكامل كل من هذه المعادلات مع وضع 

f1(x, y, c) = 0,  f2(x, y, c) = 0, …, fn(x, y, c) = 0 

يحقق المعادلة التفاضلية، ولكن الحل العام للمعادلة  fi(x, y, c) = 0يلحظ أن أي من 

 التفاضلية هو:

f1 . f2 … fn = 0 

 (:1مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

(p – 1)(p – x)(p – 2y) = 0 
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 الحــل

p = 1,  p = x,  p = 2y 

 منها

y – x – c = 0 

xy – x
2
 – c = 0 

y – ce
2x

 = 0 

 وعلى ذلك فإن الحل العام للمعادلة بالصورة:

   2 22 0xy x c y x c y ce      

 (:2مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

01sinh22  xpp  

 الحــل

  012   peep xx  

    0 xx epep  

 ومنها

0 xep ,  0 xep  

0 cey x , 0  cey x  

 وعلى ذلك فإن الحل العام بالصورة:

   0  ceycey xx 
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 (:3مثال )

 أوجد حل المعادلة: 

  02222  xyxpyxyxxyp  

 الحــل

 يمكن كتابة المعادلة على الصورة:

(xp + x + y)(yp + x) = 0 

 ومنها

0 yx
dx

dy
x ,  0 x

dx

dy
y  

 وحل الأولى هي

 y
2
 + x

2
 – c = 0 (*) 

 والأخرى تأخذ الصورة

1
1

 y
xdx

dy
 

 وهي معادلة خطية حلها بالصورة

 2xy + x
2
 – c = 0 (**) 

 يكون الحل العام بالصورة: (**)و  (*)من 

(2xy + x
2
 – c) (x

2
 + y

2
 – c) = 0 

 (:4مثال )

 أوجد حل المعادلة: 
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    02 2222  xyypyxyxxpxx  

 الحــل

 يمكن كتابة المعادلة على الصورة:

[(x + 1)p – y] [xp + x – y] = 0 

 ومنها

  0 yx
dx

dy
x  أو   01  y

dx

dy
x  

 وحلها على الصورة:

  y + x ln(cx) = 0     و  y – c(x + 1) = 0 

 والحل العام بالصورة:

[y + x ln(cx)] [y – c(x + 1)] = 0 

 ثانيا:

 على الصورة (1)إذا أمكن كتابة المعادلة  

 y = B(x, p) (2) 

 يكون xبإجراء تفاضل طرفي المعادلة بالنسبة إلى 

dx

dp

p

B

x

B

dx

dy
p









  

 والعلقة الأخيرة يمكن كتابتها على الصورة

 0,, 







xp

dx

dp
  (3) 

، إن أمكن نحصل (3)وحل  (2)من  pثم بحذف  xكدالة في  pبحلها يمكن الحصول على 
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 .xكدالة في  yعلى 

 (:5مثال )

 أوجد حل المعادلة: 

 16x
2
 + 2p

2
y – p

3
x = 0 (1) 

 الحــل

 نكتب المعادلة بالصورة:

2

2
2 16

x
y px

p
   

 نحصل على: xبإجراء التفاضل بالنسبة إلى 

dx

dp

p

x

p

x

dx

dp
xpp

3

2

2

3232
2   

 ومنها

    03232 33  xpp
dx

dp
xpx  

  0323 







 p

dx

dp
xxp  

 وعلى ذلك فإن:

0323  xp 0 أو   p
dx

dp
x  

مع إهمال المعادلة التي لا تحتوي على  pفإذا اعتبرنا أن المعادلة التي تحتوي على تفاضل 

 )راجع المحاضرة( pتفاضل 
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0 p
dx

dp
x  

 0
x

dx

p

dp
 

 p = cx 

 في المعادلة المعطاة نحصل على: pبالتعويض عن 

22

2
2 162

xc

x
cxy   

 162 232  xcyc  (2) 

. وإذا أعطينا شرط cوذلك لاحتوائه على ثابت  (1)هي الحل العام للمعادلة  (2)المعادلة 

 لك نحصل على الحل الوحيد الذي يحقق ذلك الشرط.وبذ cابتدائي يمكن حساب قيمة 

 نعود الآن للمعادلة التي تركناها عند التحليل وهي

p
3
 + 32 x = 0 

 ومنها فإن:

   31
42 xp   (3) 

  نحصل على: (1)في المعادلة المعطاة  (3)من  p وبالتعويض عن قيمة

      04844216
322  xxxyx  

 ومنها يكون

021648 3232  yxx  

  34

3 2

3
xy   (4) 
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والتي هي  pلاحظ أنه إذا حسبنا 
dx

dy
 (3)فسوف نحصل على العلقة  (4)من العلقة  

 .)تأكد من ذلك(

 (1)تحقق المعادلة التفاضلية المعطاة  (3)التي من  pوكذلك قيمة  (4)التي من  yلاحظ أن 

فهي  cادلة التفاضلية المعطاة. وحيث أنها لا تحتوي على ثابت وعلى ذلك فهي حل للمع

يسمى الحل المفرد للمعادلة أو الحل الشاذ  (4)ليست الحل العام للمعادلة. هذا الحل 

 .(singular solution)للمعادلة 

 هذا الحل لا يظهر إلا في المعادلات الغير خطية فقط.

 (:6مثال )

 للمعادلة أوجد الحل العام والحل المفرد 

242 xppxy   

 y(0) = 1 وكذلك الحل الوحيد الذي يحقق

 الحــل

 يكون xبتفاضل طرفي المعادلة المعطاة بالنسبة إلى  

dx

dp
pxxpp

dx

dp
xp 324 4222   

 أو

  0212 3 







 xp

dx

dp
xp  

 ومنها

 021 3  xp  (1) 
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 أو

 02 
dx

dp
xp  (2) 

 وبتكاملها نحصل على (2)ل العام نأخذ في الاعتبار المعادلة ولإيجاد الح

xp
2
 = c 

  
x

c
p 2  (3) 

 والمعادلة التفاضلية المعطاة نحصل على الحل العام كالآتي: (3)من  pوبحذف 

 المعادلة المعطاة يمكن كتابتها كالآتي:

242 xpypx   

 أو

 224224 xpyxp   

 يكون (3)ومن 

  224 cycx   (4) 

 . ولإيجاد الحل الوحيد الذي يحقق الشرطcوذلك هو الحل العام نظراا لاحتوائه على 

y(0) = 1 

 فنحصل على (4)نعوض في 

 2210 c    c =  1 

 والحل الوحيد يأخذ الصورة:

 224 cyx  

 التي على الصورة: (1)عود إلى العلقة ولإيجاد الحل المفرد ن
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1 + 2xp
3
 = 0 

 ومنها

3
3

2

1

2

1

xx
p   

 في المعادلة المعطاة نحصل على pوبالتعويض عن قيمة 

    32

2

31
22

1
2

x

x

x
xy 







 
  

32

34

32

34

32

2

5

2

1
2 xx 








  

 ثالثا:

 إذا كانت المعادلة المعطاة على الصورة: 

x = B(y, p) 

 نحصل على yالنسبة إلى فإنه بإجراء التفاضل ب

dy

dp

p

B

y

B

p 









1
 

 والعلقة الأخيرة يمكن كتابتها على الصورة:

0,, 







yp

dy

dp
  

 وبحل المعادلة التفاضلية بمكن الحصول على

p = p(y, c) 

هذه العلقة مع المعادلة التفاضلية المعطاة يسميان المعادلتان البارامتريتان للحل العام 

 من أحدهما )إن أمكن( يمكن الحصول على pوبحذف 
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y = y(x, c) 

 وهو الحل العام للمعادلة التفاضلية.

 (:7مثال )

 أوجد الحل العام والحل المفرد للمعادلة: 

 2263 pypxy   (1) 

 الحــل

 على الصورة: (1)نكتب المعادلة  

23 6
y

x py
p

   

 نحصل على: yلى وبإجراء تفاضل الطرفين بالنسبة إ

py
dy

dp
y

dy

dp

p

y

pp
126

13 2

2
  

 ومنها

  0261 2 









dy

dp
ypyp  

 061 2  yp  (1) 

 أو

 02 
dy

dp
yp  (2) 

 نحصل على: (2)وبتكامل المعادلة 
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 py
2
 = c (3) 

( للحل pمع المعادلة التفاضلية المعطاة هما المعادلتان البارمتريتان )البارمتر  (3)المعادلة 

 والتعويض في المعادلة التفاضلية المعطاة يكون (3)من  pالعام. بإيجاد 

2y

c
p   

 




















4

2
2

2
63

y

c
y

y

c
xy  

 23 63 ccxy   

 الحل العام.

 (1)لإيجاد الحل المفرد نعود للعلقة 

061 2  yp  

 
yy

p
6

1

6

1





  

 ض في المعادلة المعطاة يكون:بالتعوي
















y
y

y
xy

6

1
6

6

1
3 2  

y
y

x 



2

3
 

 
y

xy
2

3
2
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3

2
2

y
yx


  

 (:8مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة والحل المفرد للمعادلة: 

042 23  yxypp  

 الحــل

 نكتب المعادلة على الصورة:

p

y

y

p
x

4
2

2

  

 يكون yبإجراء التفاضل بالنسبة إلى 











dy

dp

ppy

p

dy

dp

y

p

p 22

2 41
4

22
 

   022 32 







 py

dy

dp
yp  

 02 32  py  (1) 

 02 
dy

dp
yp  (2) 

 نحصل على: (2)بتكامل 

p
2
 = cy 

 بتربيع المعادلة المعطاة لتسهيل التعويض يكون
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  4222 162 yxypp   

pعويض عن بالت
 يكون 2

  42
162 yxycycy   

   yxcc 162
2
  

 وهو الحل العام

 فإن (1)للحصول على الحل المفرد من 

3 22yp   

 بالتعويض في المعادلة المعطاة نحصل على

x
y
3

2
3  

 

3

3
2 










x
y  
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 تمارين
 المفرد لكل مما يأتي: والحلل العام حأوجد ال

(1)  34 2  ppyx  

(2) 06 222  yxyppx  

(3)     011 22  yxpxyxp  

(4) 0422  xypxp  

(5) 028 2  yxpyp  

(6) 02  yypxp  

(7) 02  yxpp  

(8) 032  yxpyp  

(9) 0322  ypxpy  

(10) 03 24  yxppx  
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 تمارين عامة على الباب الثاني
 أوجد الحل العام للمعادلات الآتية:

(1) 
x

yx
y

23 
  

(2)     0 dyyxdxyx  

(3) 
xy

yx
y






233

2
;   y(0) = 0 

(4)   0 dxdyex y  

(5) 
xyx

yxy
y

2

21
2

2




  

(6) yxyyx  1 ;   y(1) = 0 

(7) 
32 yyx

x
y


    (let u = x

2
) 

(8) 
x

x
yyx

sin
2  ;   y(2) = 1 

(9) 
yx

xy
y

2

21
2 


  

(10)    2 23 2 2 0y xy dx xy x dy     

(11)     02  dyexdxyx y  

(12) 
xe

yy



1

1
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(13) dxxyydxxdy   

(14) (x + y)dx + (x + 2y)dy = 0,  y(2) = 3 

(15)   xx yeyye 1  

(16) 
2

22

x

yx
y


  

(17) xeyy 23   

(18) (2y + 3x)dx = -x dy 

(19) dyyxydxxdy 222 ;  y(1) = 0 

(20) yxey   

(21) 









 x

y

xeyyx  

(22) 
1

1
2

2






y

x
y  

(23) 022  xeyyyx  

(24) 2sin x cos x dx + cos y sin x dy = 0 

(25) 02
2

2

2222

























 dy

y

x

yx

x
dx

yx

y

y

x
 

(26)   012
2










 
 dy

x

yx
dxy  

(27) (cos 2y – sin x)dx – 2tan x sin 2y dy = 0 
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(28) 
2

32

32

23

xyx

yyx
y




  

(29) 
x

yxy
y

2

2 22 
  

(30) 
2

3

21 xy

y
y


 ;   y(0) = 1 

(31)     02 222  dyxyxdxyxyyx  

(32) 
xyx

yyx
y

32

3
2

22




 ;   y(1) = -2 

(33) 2263 yppxy   

(34)   22 pxpy   

(35) 28 2 0yp xy y    
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 الثالثالباب 

 الثانيةمعادلات الرتبة 
 

 الصورة العامة لمعادلات الرتبة الثانية الخطية هي: (3-1)

       , ;y x f y x y x x   (1) 

شرط ابتدائي واحد. ويلزمها كما عرفنا سابقاً من الباب الثاني، فإن معادلات الرتبة الأولى 

دائيان وذلك لإيجاد الحل الوحيد )إن كذلك فإن معادلات الرتبة الثانية يلزمها شرطان ابت

في وجد(. أما الحل العام لمعادلات الرتبة الثانية يحتوي على ثابتين )بدلاً من ثابت واحد 

 الرتبة الأولى(.حالة 

 (:1نظرية )

إذا كانت الدوال   xyyf
y

f

y

f
,,,, 








دوال متصلة بالنسبة للمتغيرات الثلاثة  

x, y, y'  في المنطقةR  ذو( ثلاث أبعادx, y, y'وكانت ال ) نقطة 000 ,, yyx   نقطة

يحقق  (1)للمعادلة التفاضلية  y = y(x)فإنه يوجد حل وحيد  Rداخلية داخل المنطقة 

 الآتيان: الشرطان

     0000 , yxyyxy   (2) 

 .x0وذلك في منطقة ما حول النقطة 

تبدو بسيطة ورغم التأكد من وجود الحل  (1)وعلى الرغم من أن المعادلة التفاضلية 

إلا إذا  (2)و (1)( إلا أنه لا توجد طريقة عامة لحل المعادلة (1)الوحيد )باستخدام النظرية 

 تأخذ صوراً مبسطة ومن هذه الصور: fكانت 

            xgxyxqxyxpxy   (3) 
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 دوال متصلة بالإضافة للشرطان p(x), q(x), g(x)حيث 

     0000 , yxyyxy   (4) 

 (4)مع الشرطان  (3)وعلى ذلك فإن المعادلة  (1)تحقق شروط النظرية  (4) ,(3)المسألة 

 ولبيان ذلك فإن: (1)لهما حل وحيد طبقاً للنظرية 

           xgxyxqxyxpyyxf ,,  

 متصلة. p, q, gمتصلة طالما كانت  fويلاحظ أن 

 كذلك فإن:

 xq
y

f





 

 متصلة q(x)ن وهي متصلة لأ

 أيضاً:

 xp
y

f





 

 متصلة. p(x)وهي متصلة لأن 

fأي أن 
y

f

y

f
,,








وإذا  (1)تحقق شروط النظرية  (3)أي أن الصورة دوال متصلة.  

يكون لها حل وحيد في مدى )فترة ما( حول  (4) ,(3)فإن المسألة  (4)أضفنا الشرطان 

 .x0النقطة 

 الرتبة: ( اختزال3-2)

 إذا كانت المعادلة في الصورة: أولاً:

  yxfy  ,  (1) 
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 يؤدي إلى أن: 'v = yفإن التعويض 

vy   

 يكون: (1)بالتعويض في 

  vxf
dx

dv
,  (2) 

. يمكن xوالمتغير المستقل  vهي معادلة من الرتبة الأولى في المتغير التابع  (1)معادلة 

حلها بإحدى الطرق المبينة في الباب الثاني وإيجاد  xvv
dx

dy
  وبإجراء تكامل

 .xكدالة في  yالمعادلة الأخيرة بعد فصل المتغيرات يمكن إيجاد 

 (:1مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

    0122  yxyx ;  x > 0 

 الحــل

 لى الصورة:يمكن كتابة المعادلة ع 

y
xx

y 
21

2
 

 'v = y، لذلك نضع (1)وهي على شكل المعادلة 

 فإن

v
xx

v
21

2
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2

12

x
v

xdx

dv
  

    22lnexp
2

exp xx
x

dx
x   

     xc
x

dxc
x

xv  1212

11
 

xx

c

dx

dy 1
2

1   

 بإجراء التكامل يكون

2
1 ln cx
x

c
y   

 العام للمعادلة )انظر لاحتوائه على ثابتين(.وهو الحل 

 (:2مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

  0
2
 yxy  

 الحــل

 2yxy   

 فإن: 'v = yبوضع  (1)وهي معادلة على شكل 

2xv
dx

dv
  

 xdx
v

dv


2
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22

1 1

2

1

2 cx
c

x

v


  

 
1

2

2

cxdx

dy


  

 
1

2
2

cx

dx
dy


  

 وبإجراء تكامل للطرفين يكون:

1

1

1 1

2 1

1

1

1 1

2
tanh 0

2
0

1
ln 0

x
if c

c c

y c if c
x

x c
if c

c x c









   

  


  

 

 إذا كانت المعادلة على الصورة:ثانياً : 

  yyfy  ,  (3) 

 يعطي 'v = yفإن التعويض 

 vyf
dx

dv
,  

 ولكن التحويلة x, y, vوهذه المعادلة تحتوي على ثلاث متغيرات 

dy

dv
v

dx

dy

dy

dv

dx

dv
y   

 يكون: (3)بالتعويض في 
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 vyf
dy

dv
v ,  

 وهي معادلة من الرتبة الأولى يمكن حلها وإيجاد

v = v(y) 

وبالتالي يمكن حل  yv
dx

dv
  بفصل المتغيرات وإيجادy  في كدالةx. 

 (:3مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

  0
2
 yyy  

 الحــل

 نكتب المعادلة بالصورة:

 
 

y

y
y

2
  y  0 

 'v = yلذلك نفرض أن  (3)وهي على شكل المعادلة 

 
dy

dv
v

dx

dy

dy

dv

dx

dv
y  .  

 
y

v

dy

dv
v

2

  

 
y

dy

v

dv
  

 وبإجراء التكامل v  0حيث 
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ln v + ln y = ln c   vy = c 

 c
dx

dy
y     21

2 cxcy   

 (:4مثال )

 أوجد حل المعادلة: 

  0
3
 yyy  

 الحــل

 (3)نكتب المعادلة على شكل 

 3yyy   

 y' = v نضع

 
dy

dv
v

dx

dy

dy

dv

dx

dv
y  .  

 بالتعويض في المعادلة

 3yv
dy

dv
v   

  ydy
v

dv


2
 (v  0حيث) 

 
22

11 1

2
2 cy

cy
v


  

 
1

2

2

cydx

dy
v
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   dxdycy 21

2   

 21
3 2

3

1
cxycy   
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 تمارين
 أوجد حل كل مما يأتي:

(1) 1 yyx ;    x > 0 

(2)   yxyyx  22
32 ;  x > 0 

(3) 0 yy  

(4)   122
22  yyyy  

(5) 2yy ;    y(0) = 1,  y'(0) = 2 

(6) 23 0y y   ;   y(0) = 2, y'(0) = 4 

(7) 0 xyy ;    y(1) = 2, y'(1) = 1 

(8)   0
3

21
2

2 
x

yxyx ;  x > 0 
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 ( الحلول الأساسية للمعادلات المتجانسة:3-3)

 لمعادلة التفاضليةلنعتبر ا 

        0
2

2

 yxq
dx

dy
xp

dx

yd
xyL  (1) 

 يعرف كالآتي: L[y(x)]والمؤثر   < x < دوال متصلة في الفترة  p(x), q(x)حيث 

       
2

2

d d
L y x p x q x y x

dx dx

 
      

 
 

 فمثلاً:

      2

2

2
2 xxq

dx

d
xp

dx

d
xL 








  

   xqxxpx 222   

 كالآتي: [.]Lباستخدام المؤثر  (1)وعلى ذلك يمكن كتابة 

 L[y(x)] = 0 (1) 

 (:1نظرية )

 فإن التعبير الخطي (1)هما حلان للمعادلة  y1(x), y2(x)إذا كانت  

c1 y1 + c2 y2 

 ثوابت. c1, c2حيث  (1)هو أيضاً حل للمعادلة 

 البرهان:

 فإن (1)هما حلان للمعادلة  y1(x), y2(x)بما أن  

   01 xyL ,     02 xyL  
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 (1) الأيسر من   2211 ycycL   

= c1L[y1] + c2L[y2] 

= c1(0) + c2(0) = 0 = (1) الأيمن من 

 . وهو المطلوب.(1)هو حل للمعادلة c1y1(x) + c2y2(x)أي أن 

 (:2نظرية )

 y1(x), y2(x)وكانت   < x < دوال متصلة في الفترة  p(x), q(x)إذا كانت  

 أن: بحيث (1)هما حلان للمعادلة 

 1 2 1 2 0y y y y   ,  x  (, )     (2) 

 فإن التعبير

     xycxycxy 2211   

 ثوابت. c1, c2حيث  (1)هو الحل العام للمعادلة 

 ملحوظة:

 هو: (2)يلاحظ أن الشرط  

 
   

   
1 2

1 2

1 2

, 0
y x y x

W y y
y x y x

 
 

 

ويرمز له  Wronskiنسبة إلى العالم البولندي  Wronskianوسوف نسمي هذا المحدد بـ 

 بالرمز

W(x) = W(y1, y2) 

 (:3نظرية )
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 ,y1(x)وإذا كانت  (, )دوال متصلة في الفترة  p(x), q(x)إذا كانت الدوال  

y2(x)  فإنه إما أن (1)هما حلان للمعادلة 

 W(x)  0  x  (, ) 

 .(, )داخل الفترة  xوذلك لأي نقطة  W(x)  0  أو

 .Wتتلاشى عندها  (, )خل الفترة دا xبمعنى أنه لا توجد نقطة 

 البرهان:

 إذن (1)هما حلان للمعادلة  y1(x), y2(x)حيث أن 

0111  qyypy  

0222  qyypy  

 والجمع يكون y1والثانية في  y2 -بضرب الأولى في 

     021211221  yyyypyyyy  (*) 

 وحيث أن:

  2121 yyyyxW   

 فإن:

2121 yyyy
dx

dW
  

 نحصل على (*)بالتعويض في 

0 pW
dx

dW
 

 وبحل المعادلة الأخيرة
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x

dxxp

cexW  (3) 

 ثابت التكامل cحيث 

لا تساوي صفراً عند أي نقطة إلا إذا  W(x)وحيث أن الدالة الأسية لا تساوي صفراً فإن 

 . وهو المطلوب.xلجميع قيم  W(x) = 0فإن  c = 0وإذا كانت  c = 0كانت 

 (:4نظرية )

 y1(x), y2(x)وكان  (, )دوال متصلة في الفترة p(x), q(x)إذا كانت الدوال  

هما دالتان غير مرتبطتان  y1(x), y2(x)فإن  W(y1, y2)  0وكانت  (1)حلان للمعادلة 

 ة:بالصور (1)ويكون الحل العام للمعادلة  (linearly independent)خطياً 

y(x) = c1y1 + c2y2 

 البرهان:

 دوال مستقلة خطياً. y1, y2فإن  W(x)  0سوف نثبت أنه إذا كانت  

 نضع

    02211  xycxyc  

 بإجراء التفاضل

    02211  xycxyc  

 فإن محددة المعاملات c1, c2المتجانستان الأخيرتان في المجهولين وبحل المعادلتان 

   

   
  0, 21

21

21



yyW

xyxy

xyxy
 

 أي أن الحل الوحيد للمعادلتين الأخيرتين هو الحل الصفري، أي 
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c1 = c2 = 0 

 (.W  0مستقلان خطياً )وذلك إذا كان  y1, y2وعلى ذلك يكون 

 وقد بينا من النظرية السابقة أن التركيبة الخطية

   xycxyc 2211   

 . وهو المطلوب.(1)هي أيضاً حل للمعادلة 

 (:5نظرية )

 (1) للمعادلة y2(x)فإن الحل الثاني  (1)هي أحد حلي المعادلة  y1(x)إذا كانت  

 يحقق العلاقة 

    
 
 


x

dx
xy

xW
xyxy

2

1

12  (4) 

 حيث

  
 





x

dxxp

cexW  (3) 

لإيجاد الحل الثاني إذا علم الحل  (4) واستخدام (3)من  W(x)وعلى ذلك يمكن حساب 

 الأول.

 ن خطياً. )أثبت ذلك(.مستقلا y1, y2ويلاحظ أن 

 (:1مثال )

 هو حل للمعادلة y1(x) = xبين أن  

   0221 2  yyxyx ; -1 < x < 1 

 ثم أوجد الحل الثاني.
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 الحــل

 حيث أن 

  11  xy ,    01  xy  

 zero – 2x + 2x = الأيسر من المعادلة

= zero = الأيمن من المعادلة 

أي  (1)الحل الثاني نكتب المعادلة على الصورة هو حل للمعادلة ولإيجاد  y1 = x أي أن

 أن:

0
1

2

1

2
22







 y
x

y
x

x
y  

 
1

2
2 


x

x
xp  

   2

2
exp

1

x
x

W x c dx
x

 
  

 
  

2

1
exp ln

1
c

x

  
   

  
 

2 1

c

x



 

 
 2 2 2

1

1
y x cx dx

x x



  

2

1 1 2 1 2

1 1
cx dx

x x x
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1 1 1
ln

2 1

x
cx

x x

  
   

  
 

1
ln

2 1

cx x
c

x
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 تمارين
 

y(x) = eتحقق من أن  (1)
x  هو حل للمعادلة 

02  yyy  

 ثم أوجد الحل الآخر وكذلك الحل العام، وأيضاً الحل الوحيد الذي يحقق الشروط   

y(0) = 1,  y'(0) = 0 

y = xبين أن  (2)
 هو أحد حلول المعادلة 2

 022  yyx ; x > 0 

 ثم أوجد الحل الآخر وكذلك الحل العام للمعادلة.

 هو حل المعادلة y1(x) = 1بين أن  (3)

022  yxyx  

 ثم أوجد حلها العام.

 هو حل للمعادلة y1(x) = xبين أن  (4)

0222  yxyx  

 ثم أوجد الحل العام.

y1(x) = 3xبين أن  (5)
2
 هو حل للمعادلة 1 – 

   0621 2  yyxyx ; | x | < 1 

 ثم أوجد الحل العام

بين أن  (6) 
x

x
xy

sin
1  هو حل للمعادلة 
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 0
4

122 







 yxyxyx ; x > 0 

 ثم أوجد الحل العام.

 هو حل للمعادلة  y1(x) = (x – 1)بين أن  (7)

     011  yyxyxx ; x > 1 

 ثم أوجد الحل العام.

 هو حل للمعادلة y1(x) = xبين أن  (8)

  01  yyxyx  

 ثم أوجد الحل العام

بين أن  (9) 
 2

1
1

1




x
xy هو حل للمعادلة 

      031211
2

 yxyxyxx  

 ثم أوجد الحل العام.  
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 ( المعادلات المتجانسة ذات المعاملات الثابتة:3-4)

 هي معادلات على الصورة: 

 0
2

2

 cy
dx

dy
b

dx

yd
a  (1) 

 .ثوابت a, b, cحيث 

ثابت مطلوب تعيينه. لذلك نفرض  rحيث  rxeسوف نحاول أن نوجد الحل في الصورة 

 أن:

rxey   

 وعلى ذلك يكون

rxrey  ,  rxery 2  

 يكون (1)في المعادلة  ''y, y', yبالتعويض عن 

  02  cbrarerx  

 فإن: 0rxeوحيث أن 

02  cbrar  

 وهي تسمى بالمعادلة المميزة حلها يكون:

a

acbb
r

2

42 
  

b  متساويتان إذا كانت rوتكون قيمتي 
2
 – 4ac = 0 

b حقيقية مختلفة إذا كانت  rوتكون قيم   
2
 – 4ac > 0 

b )مترافقة( إذا كانت  تخيلية rوتكون قيم  
2
 – 4ac < 0 

 وسوف ندرس كل حالة على حدة.
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 r1  r2حقيقية،  rإذا كانت  أولاً:

 حيث

a

acbb
r

2

42

1


 , 

a

acbb
r

2

42

2


  

 وفي هذه الحالة يمكن إثبات أن:

xr
ey 1

1  , 
xr

ey 2

2   

 كالآتي: (1)لان الأساسيان للمعادلة التفاضلية دوال مستقلة، وعلى ذلك هما الح

 
xrxr

xrxr

erer

ee
yyW

21

21

21

21,   

     1 2

1 2 2 1, ;
r r x

W y y x r r e


   

. لذلك فإن الحلان مستقلان ويكون الحل العام W  0لذلك فإن  r1 – r2  0وحيث أن 

 بالصورة: (1)للمعادلة 

  xrxr
ececxy 21

21   

 ثوابت اختيارية. c1, c2حيث 

 (:1مثال )

 جد الحل العام للمعادلة:أو 

065  yyy  

 الحــل

rxeyنفرض أن    وعلى ذلك يكون 
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rxrey  , rxery 2  

 والمعادلة المميزة بالصورة

r
2
 + 5r + 6 = 0 

r1 = -2, r2 = -3 

 وعلى ذلك يكون الحل العام بالصورة:

  xx ececxy 3
2

2
1

   

042إذا كانت  ثانياً:  acb :فإن 

a

b
rr

2
21


  

 وعلى ذلك يكون أحد الحلول هو:

x
a

b

ey 2
1



  

 . كما سبق فإن:y1ويكون المطلوب الآن إيجاد الحل الثاني والذي يكون مستقل خطياً عن 

 
x

a

b
dx

a

b

eexyyW







;, 21  

 ويكون:

   
x

a

b

x
a

b

x
a

b

xexxydxydx

e

e
ydx

y

W
yxy 2

1112

1

12







  

 وعلى ذلك يكون الحل العام بالصورة:

y(x) = c1 y1 + c2 x y1 

= (c1 + c2 x)y1 
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 (:2مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

044  yyy  

 الحــل

 المعادلة المميزة هي:

r
2
 + 4r + 4 = 0 

(r + 2)
2
 = 0 

r1 = r2 = -2 

  xexy 2

1

  

 الحل العام بالصورة:وعلى ذلك يكون 

    xexccxy 2

21

 . 
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 تمارين
 أوجد الحل العام لكل مما يأتي:

(1) y" + 2y' – 3y = 0 

(2) 6y" – y' – y = 0 

(3) 4y" + 4y' + y = 0 

(4) 2y" – 3y' + y = 0 

(5) y" – y = 0 

(6) y" – 2y' + y = 0 

(7) y" – 6y' + 9y = 0 

(8) y" + 8y' – 9y = 0 

 أوجد الحل الوحيد لكل مما يأتي:

(9) y" – 5y' + 6y = 0,  y(0) = 1, y'(0) = 0 

(10) y" – 7y' + 12y = 0,  y(0) = 0, y'(0) = 1 

(11) y" – 6y' + 16y = 0,  y(0) = y'(1) = 1 

(12) y" – y' – 6y = 0,  y(0) = 0, y(1) = 1 
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042إذا كانت  ثالثاً:  acb 

ان )وذلك فإن جذري المعادلة المميزة في هذه الحالة هما جذران مركبان مترافق 

 ثوابت حقيقية(. ونفرض أنهما على الصورة: a, b, cلأن 

r1 =  + i ,  r2 =  - i 

 . 1iكميات حقيقية،   , حيث 

 بعد قليل ولنبدأ بتعريف الدالة r1, r2والآن نترك ذلك جانباً وسوف نعود لـ 

 f () = cos + i sin (*)  

 ويلاحظ أن:

f (0) = 1 

 يكون بالنسبة إلى  (*)بتفاضل 




cossin i
d

df
  

 = i(cos + i sin) 

 = i f 

id
f

df
  

 بإجراء تكامل الطرفين، يكون

ln f = i + c 

 وعلى ذلك يكون c = 0ومنها فإن  f = 1عندما   = 0حيث أن 

ln f = i 

    ieif  sincos  
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 وعلى ذلك يكون: Euler's formulaتسمى بصيغة أويلر والعلاقة الأخيرة 

ixexix  sincos  

ixexix  sincos  

 بالجمع والطرح يكون:

 ixix eex 
2

1
cos ,   ixix ee

i
x 

2

1
sin  

 فإن الحلان للمعادلة التفاضلية هما r1, r2نعود الآن للمعادلة الميزة التي جذراها 

xixxr
eey   1

1  

xixey  2  

 ولكي نبين أن هذان الحلان مستقلان فإن:

     xrr

xrxr

xrxr

err
erer

ee
xyyW 21

21

21

12

21

21 ;,


  

  0 

 حلان مستقلان خطياً. y1, y2وعلى ذلك فإن  r1  r2لأن 

 نعود الآن للحل العام الذي يأخذ الصورة:

y(x) = c1y1 + c2y2 

   xixi ecec    21  

 xixix ecece   21  

    xixcxixce x  sincossincos 21   

    1 2 1 2cos sinxe c c x i c c x       
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 xcxce x  sincos 21   

 (:3مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

y" + y' + y = 0 

 الحــل

 المعادلة المميزة هي:

r
2
 + r + 1 = 0 

 
2

3

2

1
ir 


  


2

1
 , 

2

3
  

 لك يكون الحل العام بالصورة:وعلى ذ

 













































xcxcexy

x

2

3
sin

2

3
cos 21

2  
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 تمارين
 أوجد الحل العام لكل مما يأتي:

(1) y" – 2y' + 2y = 0 

(2) y" + y' + 2y = 0 

(3) y" + 5y' + 6y = 0 

(4) y" + 2y' + 2y = 0 

(5) 9y" – 6y' + y = 0 

(6) y" + 4y' = 0 

 أوجد الحل الوحيد لكل مما يأتي:

(7) y" + 2y' + 3y = 0;  y(0) = 0, y'(0) = 1 

(8) y" + 4y' + 5y = 0;  y(0) = 1, y'(0) = 0 

 أوجد حل لكل من المعاملات الآتية:

(9) y" + iy' + 2y = 0 

(10) y" + 2y' + iy = 0 

(11) y" – iy' + 2y = 0 

(12) iy" + y' – 2y = 0 

 لن تكون مترافقة. (12 – 9)لاحظ أن جذري المعادلة المميزة في المسائل 
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 Euler's Equation ( معادلة أويلر3-5)

 هي معادلات على الصورة: 

 02  yyxyx   (1) 

 ثوابت عددية. , حيث 

 ملحوظة: 

ولكننا لن نتعرض لنقط الشذوذ  regular singularيلاحظ أن نقطة الأصل هي  

لها حل في أي فترة لا تحتوي على نقطة  (1)في هذا المقرر وعلى ذلك فإن المعادلة 

 بحث عن الحل في الصورة:الأصل. وعلى ذلك فإننا سوف ن

 rxy  , x > 0 

 ثابت مطلوب تعيينه. على ذلك يكون: rحيث 

1 rxry ,    21  rxrry  

 يكون (1)في المعادلة  "y, y', yبالتعويض عن 

   01  rrrxr  

xوحيث أن 
r
  0 :فإن 

r(r – 1) +  r +  = 0 

 لها هو:وح

     411
2

1 2
r  

 وهناك ثلاث حالات جديرة بالاعتبار

( - 1)إذا كانت أولاً: 
2
 - 4 > 0 
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 فإن:

r1  r2 

 وعلى ذلك فإن الحلان هما

1

1

r
xy  , 2

2

r
xy   

 ورة:ويمكن بسهولة إثبات أنهما مستقلان خطياً وعلى ذلك فإن الحل العام يأخذ الص

     xycxycxy 2211   

 (:1مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

 032 2  yyxyx ; x > 0 

 الحــل

y = xبالتعويض عن 
r :نحصل على 

  012 2  rrxr  

 2r
2
 + r – 1 = 0 

 
2

1
1 r , r2 = -1 

 وعلى ذلك فإن الحل العام يأخذ الصورة:

  
x

c
xcxy 2

1  ,  x > 0 

( – 1)إذا كانت  ثانياً:
2
 – 4 = 0 

 في هذه الحالة تكون
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2

1
21


 rr  

 وأحد الحلول يأخذ الصورة

  2

1

1



 xxy  

 (1)من المعادلة  Wولإيجاد الحل المستقل الآخر نحسب 

  









 xeexyyW x
dx

x ln
21 ;,  

 هو y2وعلى ذلك فإن الحل الثاني 

  xy
x

dx
ydx

x

x
ydx

y

W
yxy ln11112

1

12 








 

 وعلى ذلك فإن الحل العام يأخذ الصورة

 y(x) = c1y1 + c2y2 

   xyxcc 121 ln  

  rxxcc ln21   

 (:2مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

 0452  yyxyx , x > 0 

 الحــل

y = xبالتعويض عن  
r

 ومشتقاتها يكون 

x
r
(r

2
 + 4r + 4) = 0 
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 والمعادلة المميزة هي:

r
2
 + 4r + 4 = 0 

 r1 = r2 = -2 

 وعلى ذلك فإن الحل العام هو:

   xcc
x

xy ln
1

212
  

( – 1)إذا كانت ثالثاً: 
2
 – 4 < 0 

  , هما عددان مركبان مترافقان وذلك إذا كانت  r1, r2في هذه الحالة فإن  

 أعداد حقيقة.

 نفرض أن:

r1 =  + i ,  r2 =  –  i 

xوسوف نشرح معنى 
r  كانت ما في حالة إذاr .عدد مركب 

 نعلم أن

xrr ex ln  

  
  xixxii eeex lnlnln .     

xiex ln  

    xixx lnsinlncos    

 نعود الآن للحل العام لمعادلة أويلر حيث

  1

1

r
xxy  ,    2

2

r
xxy   

 حلول مستقلة خطياً(  y1, y2)حيث 

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) 
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1 2

i i
c x c x

    
   

    

    xicxcx

xicxcx

r

r

lnsinlncos

lnsinlncos

22

11








 

        xccixccx lnsinlncos 2121    

       xcxcxxy lnsinlncos 21    

 (:3مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

 022  yyxyx ; x > 0 

 الحــل

y = xنفرض أن  
r ا وعن تفاضلاتها في المعادلة نحصل علىونعوض عنه 

x
r
[r(r – 1) + 2r + 1] = 0 

 
2

31 i
r


  

 
2

1
 ,  

2

3
  

 وعلى ذلك فإن الحل العام بالصورة:

 







































 xcxc

x
xy ln

2

3
sinln

2

3
cos

1
21  

 تمارين
 أوجد الحل العام للمعادلات الآتية:
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(1) 0242  yyxyx  

(2) 0
4

3
32  yyxyx  

(3) 0452  yyxyx  

(4) 0532  yyxyx  

(5) 02  yyxyx  

(6) 0642 2  yyxyx  

(7) 062  yyxyx  

(8)     08252
2

 yyxyx  

(9) 0422  yyxyx  

(10) 0442  yyxyx  

(11) 022 2  yyxyx  

(12)     0121
2

 yyxyx  

(13) 0
12

2
 y

x
y

x
y  

(14)     0131
2

 yyxyx  

(15) 02  iyyxyx  

(16) 02  yyixyx  
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 ( المعادلات الغير متجانسة من الرتبة الثانية:3-6)

 هي معادلات على الصورة: 

 y" + p(x) y' + q(x) y =g(x) (1) 

هي دوال متصلة )وذلك لضمان وجود الحل أو الحل الوحيد في حالة  p, q, gحيث 

 إضافة شرطان ابتدائيان(.

 لا تساوي الصفر. غير متجانسة لكون الطرف الأيمن منها (1)لاحظ أن المعادلة 

 تعريف:

 بأنها المعادلة (1)تعرف المعادلة المتجانسة المناظرة للمعادلة  

 y" + p(x) y' + q(x) y = 0 (2) 

 نظرية:

هو مجموع التركيبة الخطية لحلين غير مرتبطان خطياً  (1)الحل العام للمعادلة  

 .(1)مضافاً إليه حل خاص يحقق المعادلة  (2)للمعادلة 

 :البرهان

هو  yp(x)ونفرض أن  (2)هما حلان مستقلان للمعادلة  y1(x), y2(x)نفرض أن  

 حيث: y(x)هو  (1)والمطلوب إثبات أن الحل العام للمعادلة  (1)أي حل يحقق المعادلة 

 y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + yp(x) (3) 

 فإنهما يحققانها أي أن: (2)هما حلان للمعادلة  y1, y2حيث أن كل من 

 








0

0

222

111

qyypy

qyypy
 (*) 

 فإن: (1)يحقق  ypوحيث أن 
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  xgqyypy ppp   (**) 

 (1)تحقق  (3)المعطاة بالمعادلة  y(x)والآن لنبحث إذا ما كانت 

 الأيسر من (1)    


 pp yycycxpyycyc 22112211  

  pyycycxq  2211  

         22221111 yxqyxpycyxqyxpyc   

    ppp yxqyxpy   

 فإن: (**) ,(*)تخدام وباس

(1) الأيسر من   = c1zero + c2zero + g(x) 

= g(x) = (1) الأيمن من 

 .(1)هي الحل العام للمعادلة الغير متجانسة  (3)أي أن 

 للمعادلة الغير متجانسة بطريقة المعاملات الغير محددة: ypأولاً: إيجاد الحل الخاص 

 نفرض أن:

   




 

x

x
axaxaexg n

nnx





sin

cos
...1

10  

 .غير سالب صحيح nثوابت،  a0, a1, …, an, , حيث 

 في الصورة: ypنبحث عن الحل الخاص 

 
  xBxBxBe

xAxAxAey

n
nnx

n
nnx

p









sin...

cos...

1
10

1

10









 

 (Bi, ثوابت مطلوب تعيينها )لاحظ الفرق بين  A0, A1, …, An, B0, B1, …, Bnحيث 

 ملاحظة هامة:
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يلاحظ أنه لا يجب أن يكون أي حد من الحل الخاص على صورة أي من الحلين 

 ساسيان للمعادلة المناظرة المتجانسة. الأ

وإن وجد أحد الحدود من الحل الخاص مماثلاً )على شكل( أحد الحلول الأساسية للمعادلة 

 والأمثلة سوف توضح ذلك. xالمتجانسة المناظرة فإنه يجب ضرب الحل الخاص في 

 (:1مثال )

 أوجد الحل الخاص ثم الحل العام للمعادلة: 

y" – 3y' – 4y = 4 x
2
 

 الحــل

 يلاحظ أن المعادلة المناظرة المتجانسة هي:

y" – 3y' – 4y = 0 

 وحلولها الأساسية هي:

xey 4

1  , xey 2  

 ولإيجاد الحل الخاص يلاحظ أن:

g(x) = 4x
2
   =  = 0,  n = 2 

 بالصورة: ypوعلى ذلك فإننا نبحث عن 

yp = A0 x
2
 + A1 x + A2 

 وعليه

102 AxAyp  , 02Ay p   

 وتفاضلاتها في المعادلة الغير متجانسة يكون ypبالتعويض عن 

    44232 21

2

0100  AxAxAAxAA  

 المختلفة يكون xوبمقارنة معاملات قوى 
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A0 = -1, 
2

3
1 A , 

8

13
2


A  

 تصبح ypوعلى ذلك فإن 

8

13

2

32  xxy p  

)الحلول الأساسية  xeأو  xe4يلاحظ أنه لا يوجد حد في الحل الخاص على شاكلة 

 للمعادلة المتجانسة المناظرة( وعلى ذلك فإن الحل العام للمعادلة الغير متجانسة هي:

 
8

13

2

324
21   xxececxy xx  

 (:2مثال )

 لحل العام للمعادلة:أوجد ا 

y" – 3y' – 4y = 2 sin x 

 الحــل

 المعادلة المتجانسة المناظرة هي: 

y" – 3y' – 4y = 0 

 وحلولها الأساسية هي:

xey 4

1  , 
xey 2  

 كذلك يلاحظ أن:

g(x) = 2sin x 

 وعلى ذلك فإن:

n = 0,  = 1,  = 0 
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 بالصورة ypالخاص  وعلى ذلك نبحث عن الحل

yp = A0cos x + B0 sin x 

 وعليه يكون

xBxAyp cossin 00  , 

xBxAyp sincos 00   

 وتفاضلاتها في المعادلة الغير متجانسة ypبالتعويض عن 

   

  xxBxA

xBxAxBxA

sin2sincos4

cossin3sincos

00

0000




 

 في الطرفين sin x, cos xبمقارنة معاملات 

-5A0 – 3B0 = 0, 3A0 – 5B0 = 2 


17

3
0 A , 

17

5
0


B  

 أي أن الحل الخاص يأخذ الصورة:

   xxxy p sin5cos3
17

1
  

 والحل العام هو:

   xxececxy xx sin5cos3
17

1
2

4
1   . 

 (:3مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

xeyyy  43  
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 الحــل

 الحلول الأساسية للمعادلة المتجانسة هي: 

xey 4
1  , xey 2  

  xexg   

  = -1, n = 0,     = 0 

 في الصورة الآتية: ypلذلك نبحث عن 

  x
p eAxy  0  

 x
p eAy  0 , x

p eAy  0  

 وتفاضلاتها في المعادلة يكون: ypبالتعويض عن 

  xxxx eeAeAeA   000 43  

 نجد أن: xeوبمقارنة معاملات 

xx ee  .0  

 وهذا غير معقول.

xeAوالخطأ هنا أن الحل الخاص الذي نبحث عنه بالصورة  
هو أحد الحلول  xeولكن  0

وعلى ذلك  xجب ضرب الحل الخاص في الأساسية للمعادلة المتجانسة المناظرة. لذلك ي

 يجب أن نبحث عن الحل الخاص في الصورة الآتية:

  x
p xeAxy  0  

     x
p exAxy  10 ,      x

p exAxy  20  

 وتفاضلاتها في المعادلة التفاضلية يكون ypبالتعويض عن 
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     xx exxxeA   41320  

xx eeA   05  

 
5

1
0 A  

 أي أن الحل الخاص بالصورة:

x
p e

x
y 

5
 

 والحل العام بالصورة:

  xxx e
x

ececxy  
5

2
4

1  

 (:4مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

xxxeyy x 2sin4   

 الحــل

 الحلول الأساسية للمعادلة المتجانسة المناظرة هي:

y1 = sin 2x,  y2 = cos 2x 

 وحيث أن:

  xxxexg x 2sin  

 لذلك نبحث عن الحل الخاص بالصورة:

        xCxCxBxBeAxAxy x
p 2sin2cos 101010   
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يظهران في الحلول الأساسية لذلك يجب ضرب هذا الجزء  sin 2x, cos 2xوحيث أن 

 بالصورة: ypأي يجب أن نبحث عن  xمن الحل الخاص في 

       2 2

0 1 0 1 0 1cos2 sin 2x

py x A x A e B x B x x C x C x x       

ppبحساب  yy   والتعويض في المعادلة المعطاة ومقارنة المعاملات نحصل على: ,

5

1
0 A , 

1

2

25
A


  

8

1
0


B , B1 = 0 

C0 = 0, 
16

1
1 C  

 وعلى ذلك فإن الحل العام بالصورة:

   
2 1

sin 2 cos2 sin 2 cos2 5 2
16 8 25

xx x
y x x x x x x e        
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 تمارين
 

م طريقة المعاملات الغير معينة، أوجد الحل العام لكل من المعادلات التفاضلية باستخدا

 الآتية ثم أوجد الحل الوحيد إذا أعطيت الشروط:

(1) y" + y' – 2y = 2x ;  y(0) = 0, y'(0) = 1 

(2) 2y" – 4y' – 6y = 3e
2x

 

(3) y" + 2y' = 3 + 4sin 2x 

(4) y" + 4y = x
2
 + 3e

x
;  y(0) = 0, y'(0) = 2 

(5) y" + 9y = x
2
e

3x
 + 6 

(6) y" – 2y' + y = xe
x
 + 4; y(0) = y'(0) = 0 

(7) 2y" + 3y' + y = x
2
 + 3sin x 

(8) y" + y = 3sin 2x + x cos 2x 

(9) y" + 2y' + y = e
x
cos x 

(10) y" + y' + y = sin
2
x 

(11) y" + y = x(1 + sin x) 

(12) y" – 5y' + 6y = e
x
cos 2x + e

2x
(3x + 4) sin x 

(13) y" + 2y' + 2y = 3e
-x

 + 2e
-x

cos x + 4x
2
e

-x
sin x 

(14) y" – 4y' + 4y = 2x
2
 + 4xe

2x
 + xsin 2x 

(15) y" + 4y = x
2
sin2x + (6x + 7)cos2x 

(16) x
2
y" + xy' + y = x

2
 

(17) x
2
y" + 2xy' + y = sin2x 
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(18) x
2
y" – 5xy' + 4y = x

2
 

 أكثر صعوبة(. 15:  11)لاحظ أن المسائل من 
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 ( طريقة تغيير البارامتر:3-7)

 في هذا الفصل سوف نعطي طريقة أخرى لإيجاد الحل الخاص للمعادلة 

 y" + p(x)y' + q(x)y = g(x) (1) 

 هي: (1)حيث المعادلة المتجانسة المناظرة للمعادلة 

 y" + p(x)y' + q(x)y = 0 (2) 

 هما: (2)ن الأساسيان المستقلان للمعادلة ونفرض أن الحلا

y1(x),  y2(x) 

 حيث: yhهو  (2)والحل العام للمعادلة 

yh = c1y1(x) + c2y2(x) 

وذلك لإيجاد  xدوال في المتغير  c1, c2وهذه الطريقة تعتمد على أننا نفرض أن الثوابت 

 في الصورة: ypالحل الخاص، أي أننا سوف نبحث عن الحل الخاص 

yp = u1(x)y1(x) + u2(x)y2(x) 

وتفاضلاتها يجب أن تحقق المعادلة  ypيلاحظ أن  u1(x), u2(x)يجب أن نوجد  ypولإيجاد 

لذلك يحق لنا  u1(x), u2(x)بها مجهولين هما  ypوحيث أن  (1)التفاضلية الغير متجانسة 

سهل وهذا الشرط اختياري وسوف نختاره بحيث ي u1, u2أن نضع شرط واحد على الدوال 

 الحسابات. لذلك:

   22112211 yuyuyuyuyp
  

 وكما قلنا سوف نختار الشرط الآتي لتسهيل الحسابات لذلك نفرض أن:

 02211  yuyu  (3) 

pyفإن  (3)وباستخدام   :تأخذ الصورة 

2211211 yuyuyuyuyp
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 يكون: (1)وتفاضلاتها في المعادلة  ypبالتعويض عن 

         

 xgyuyu

yxqyxpyuyxqyxpyu





2211

22221111
 

 فإن: (2)هما حلان للمعادلة المتجانسة  y1, y2وحيث أن 

  xgyuyu  2211  (4) 

uu,21في المجاهيل  (4) ,(3)بحل المعادلتين   نحصل على 

2121

2
1

yyyy

gy
u




 ,  1

2

1 2 1 2

y g
u

y y y y
 

 
 

 يلاحظ أن

  0, 212121  yyyyyyW  

 مما سبق يمكن صياغة النظرية التالية:

 نظرية:

في المعادلة  (, )دوال متصلة في الفترة  p(x), q(x), g(x)إذا كانت  

فإن الحل  (2)هما الحلول الأساسية للمعادلة المتجانسة  y1, y2وكان  (1)التفاضلية 

 يكون بالصورة: (1)للمعادلة  ypالخاص 

    
   
 

 
   
 

 dx
yyW

xgxy
xydx

yyW

xgxy
xyxy p

21

1
2

21

2
1

,,
 (5) 

 (:1مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة  
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 y" + y = sec x; 
2

0


 x  

 الحــل

 المعادلة المتجانسة المناظرة 

y" + y = 0 

 وحلولها الأساسية هما:

y1 = cos x,  y2 = sin x 

 وعلى ذلك

  1
cossin

sincos
, 21 




xx

xx
yyW  

 تصبح ypفإن  (5)وباستخدام 

  xxxx

dxxxxdxxxy p

sincoslncos

seccossinsecsincos




 

 وعلى ذلك فإن الحل العام هو

   

     xxcxxc

xxxxxcxcxy

sincoscosln

sincoslncossincos

21

21




 

 (:2مثال )

 أوجد الحل الوحيد للمعادلة الآتية: 

 xeyy 2 , y(0) = 0,  y'(0) = 0 

 الحــل
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 المعادلة المتجانسة المناظرة هي: 

y" – y = 0 

 وحلولها الأساسية هما

xey 1 ,  xey 2  

 وبالتالي

211 







xx

xx

ee

ee
W  

 هو ypفإن الحل الخاص  (5)وباستخدام 

2 2

2 2 2

1 1

2 2

1 1 1

2 6 3

x x x x x x

p

x x x

y e e e dx e e e dx

e e e

  

  

 
 

 وعلى ذلك فإن الحل العام بالصورة:

  xxx eececxy 2
21

3

1
   

 لإيجاد الحل الوحيد نستخدم الشروط

y(0) = 0, y'(0) = 1 

       1
3

1
110 21  cc   0

3

1
21  cc  

     
3

2
111 21  cc    1 2

2
1

3
c c    

2

1
1


c , 

6

1
2 c  
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 ويكون الحل الوحيد هو:

  xxx eeexy 2

3

1

6

1

2

1
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 تمارين
 

 باستخدام طريقة تغيير البارامتر أوجد الحل العام لكل من المعادلات الآتية:

(1) y" – 5y' + 6y = 2e
x
 

(2) y" – y' – 2y = 2e
-x

 

(3) y" + 9y = 9sec
2
(3x);  

2
0


 x  

(4) y" + y = tan x;  
2

0


 x  

(5) y" + 2y' + y = 3e
-x

 

(6) xe
x

yyy 2

2

1
44  ; x > 0 

(7) y" + 4 y = 3 cosec(2x);  
2

0


 x  

 هي:  ½معادلة بسل من الرتبة  (8)

;0
4

122 







 yxyxyx  x > 0 

(i) تحقق من أن 

 
x

x
xy

sin
1  ,  

x

x
xy

cos
2   
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 هما الحلول الأساسية للمعادلة

(ii) :أوجد الحل العام للمعادلة 

xxyxyxyx sin3
4

1
2

3

22 







  

 هو أحد حلول المعادلة المتجانسة المناظرة للمعادلة y(x) = xتحقق من أن  (9)

 22 422 xyyxyx  ; x > 0 

 ثم أوجد الحل العام للمعادلة الغير متجانسة.

 هو أحد حلول المعادلة المتجانسة المناظرة للمعادلة: y = xتحقق من أن  (01)

    xexyyxyx 
2

121  

 ثم أوجد الحل العام للمعادلة الغير متجانسة. x < 1 > 0حيث 
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 :D( المؤثر 3-8)

على أنه المؤثر  Dيعرف المؤثر  
dx

d
 وعلى ذلك يكون 

2

2
2

dx

d
D   

   
3

3
3

dx

d
D  ,… 

n

n
n

dx

d
D   

 عدد صحيح موجب. nحيث 

 :Dجبر المؤثر 

 يكون Dلاحظ أن من تعريف المؤثر  -0

D 
0
 y = 1 . y = y 

2-    D
 m

(D 
n
 y) = D

 m+n
 y 

 صحيحة. أعداد m, nحيث 

 ية فإن:دوال تفاضل u, vإذا كانت  -3

D(u  v) = D u  D v 

 ثابتة فإن: إذا كانت  -4

 D ( y) =  D(y), D() = 0 

    

5-    D
 n 

(u  v) = D
 n 

(u)  D
 n
(v) 
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 (:1مثال )

 احسب قيمة  

 52sin4  xxDn
 

 الحــل

       2 4 2 4 2 2sin 2 5 sin 2 5D x x D x D x D      

xx

xx

2sin412

02sin412

2

2




 

وذلك لاستخدامها كإحدى  Dعلقة بالمؤثر والآن نعرض لبعض النظريات الأساسية المت

 الطرق لإيجاد الحل الخاص للمعادلات التفاضلية 

 كثيرة حدود حيث: F(D)نفرض أن  

   nn
nn aDaDaDaDF  



1

1

10 ...  (1) 

 حيث

 ai = ai(x), n صحيح موجب 

 فإن المعادلة التفاضلية لها الصورة: F(D)لاحظ أن من تعريف 

     xgayayaya nn
nn  



1

1

10 ...  

 الشكل الآتي:تأخذ 

F(D) (y) = g(x) 

ثم معنى  F(D)نعود الآن لنذكر بعض النظريات التي يحققها وبالتالي 
 DF

1
 

 : أولاً 
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xneD معنى   ثم  xF D e  ثم
 

xe
DF

1
 

 لاحظ أن:

xx eDe   , 

2 2x x

n x n x

D e e

D e e

 

 









M  

 يكون: (1)التي في  F(D)ومن تعريف 

   

 
  x

x
n

nn

x

n

xnxn

x
n

xnxn

x
n

nnx

eF

eaaa

eaeaea

eaeDaeDa

eaDaDaeDF



































...

...

...

...

1
10

1

10

1
10

1
10

 

 = ثابت( F())لاحظ أن 

 وعلى ذلك يكون:

 
   xx eeDF

DF

 
1

 

 
 

  
1 x xF e e

F D

    

  
 

  xx ee
DF

F  
1
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xx e
F

e
DF





11
  

 F()  0حيث 

 (:1مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

xeyyy 26   

 الحــل

 حل المعادلة المتجانسة كما هو معلوم 

xx ececy 2
2

3
1

  

 نقول المعادلة هي: Dولإيجاد الحل الخاص باستخدام المؤثر 

(D
2
 – D – 6) y = 2 e

x
 

 حيث

F(D) = D
2
 – D – 6 

 
 

 x
p e

DF
y 2

1
  

  = 1حيث 
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x

x

x

x

x

e

e

e

e
F

e
DF

3

1

6

2

611

1
2

1
2

1
2















 

 ك يكون الحل العام للمعادلة بالصورة الآتية:وعلى ذل

xxx eececy
3

12
2

3
1    

 (:2مثال )

 أوجد الحل الخاص للمعادلة: 

xeyyy  32  

 الحــل

 المعادلة لها الصورة 

  xeyDD  322
 

 حيث

 F(D) = D
2
 + 2D + 3,  = -1 

      0231211
2

F  
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 F

e
e

DF
y

x
x

p


 

1
 

xe
2

1
 

 (:3مثال )

 أوجد الحل الخاص للمعادلة: 

xeyyy  2  

 الحــل

 وكذلك  = 1لاحظ أن  

  22  DDDF  

    02111  FF   

 واضح أن العلاقة السابقة لا يمكن استخدامها... لماذا؟؟

 سمى بنظرية الإزاحة.لذلك سوف نذكر النظرية التالية التي ت

 ثانياً:

للآتي  v = v(x)سوف نوجد معنى  veD xn   ثم  veDF x  ثم

 
 ve

DF

x1
 

 لاحظ أن:

  veDveveD xxx    

 vDe x    
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 = ثابت... كذلك لاحظ أن 

   

 

 

 

   

 

2

2

.x x

x

x

x

x

x

D e v D D e v

D e D v

V

D e V

e D V

e D D v

e D v

 















 





 
 

  
 
 



 

     

 

14 2 43

 

    vDeveD
nxxn    

 وعلى ذلك

     
   
  
 vDFe

vaDa

DaDae

veaDaDaDaveDF

x

nn

nnx

x
nn

nnx




























1

1

10

1
1

10

...

...

 

 وعلى ذلك فإن:

 
   11

1
veveDF

DF

xx    

 
 

   11

1
vevDFe

DF

xx     

 نضع
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F(D + ) v1 = v 

 
 

 v
DF

v



1

1  

 
 

 
 

 v
DF

eve
DF

xx








11
 

 028( ص 3ولبيان كيفية وفائدة نظرية الإزاحة نعود إلى مثال )

 نعلم أن

F(D) = D
2
 + D – 2 

 والمعادلة على الشكل F() = 0ومنها   = 1حيث 

   xeyDF   

 
 

 

 
 1.1

1

x

x
p

e
DF

e
DF

y





 

 وباستخدام نظرية الإزاحة يكون

 
 

   
 

 
 1

3

1

1
211

1

1
1

2










DD
e

DD
e

DF
ey

x

x

x
p



 

 









 1

3

11

DD
ex  
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 0

3

11
e

DD
ex  























3

11

30

11

D
e

D
e

x

x

 

 1
1

3
D

ey x    (*) 

e = 1لا يمكن اعتبار  (*)في الخطوة 
وتطبيق المؤثر  0

D

1
عليها لأنه في هذه الحالة  

Dسوف يكون المقام صفراً... ولإنهاء المسألة لا بد وأن نعرف المؤثر 
-1

, D
-2

 وهكذا. 

 نفرض أن:

 dxyyI  

 وبإجراء تفاضل الطرفين يكون

 ydx
dx

d
yI

dx

d
 

 D I y = y 

 
D

I
1

  

ويتضح من ذلك أن 
D

D
11   ًتعني عملية التكامل فمثلا 

    xdxD
D

 
 11

1 1
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  433

4

11
xdxxx

D
   

 وعلى ذلك يكون

      2

2 2

11
1

11
1

1
xx

DDDD










  

 وهكذا

 يكون 070في ص  (*)بالعودة الآن إلى الخطوة 

 

x

x

x

p

e
x

xe

D
ey

3

.
3

1

1
1

3

1







 

 وهو الحل الخاص بالمسألة.

 (:4مثال )

 أوجد الحل الخاص للمعادلة: 

y" – 2y' = 3 

 الحــل

F(D) = D
2
 – 2D 

 
 

 
 

 1
2

1
33

1




DDDF
y p  
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 0

2

1
3 e

DD 
  

 F(D) = 0كذلك   = 0لاحظ أن 

  0

2

11
3 e

DD
y p


  

 











2

11
3

DD
y p  

 

x

D

D

2

3

1
1

2

3

2

11
3














 

 ثالثا:

 نعود الآن لإيجاد معنى كل من

       baxDFbaxDF  sin,cos 22
 

  ثوابت وبالتالي معنى a, bحيث 

 
  bax

DF
cos

1
2

, 
 

  bax
DF

sin
1

2
  

 نعلم أن

    baxabaxD  sinsin 22
 

 كذلك
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   baxa

baxaDbaxD





sin

sinsin

22

224

 

 وعلى العموم فإن:

        baxabaxD
nn

 sinsin 22  

        
    

   
    

   baxaF

baxaaa

aaaa

baxaDa

DaDabaxDF

nn

nn

nn

nn



















sin

sin

...

sin

...sin

2

2
1

12

1

2

0

2

1

12
1

2
0

2

 

 وبنفس الطريقة يمكن إثبات أن:

        baxaFbaxDF  coscos 22  

 وعليه فإن:

 
      baxbaxDF

DF
 sinsin

1 2

2
 

 
 

      baxbaxaF
DF

 sinsin
1 2

2
 

 
  

 
 bax

aF
bax

DF



 sin

1
sin

1
22

 

حيث   02  aF 

 وكذلك يكون
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 bax

aF
bax

DF



 cos

1
cos

1
22

 

وبنفس الطريقة يمكن إثبات أن )حيث  2 0F a ) 

 
  

 
 bax

aF
bax

DF
 sinh

1
sinh

1
22

 

 
  

 
 bax

aF
bax

DF
 cosh

1
cosh

1
22

 

 وكأمثلة على القوانين السابقة فإن:

 (:5مثال )

 احسب قيمة كل من 

     xxxD 2sin53sin493sin42  , 

        xxxDD coscos7131cos73
224  , 

    xxx
D

4sin
12

1
4sin

416

1
4sin

4

1
2








, 

       x
D

Dx
D

D
x

D
2cos

4

1
22cos

4

2
2cos

2

1
22 








 

   xD 2cos
44

1
2 










  

  xD 2cos2
8

1
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 xxD 2cos22cos
8

1
  

 xx 2cos22sin2
8

1
  

 
1

sin 2 cos2
4

x x   

 (:6مثال )

 احسب قيمة

 x
DD

2cos
2

1
2 

 

 الحــل

 
 

 x
D

x
DD

2cos
24

1
2cos

2

1
2 




 

 x
D

2cos
2

1


  

 x
D

D
2cos

4

2
2 


  

   x
D

D 2cos
4

1
2

2 
  

 









 xD 2cos

44

1
2  
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  xD 2cos2
8

1
  

 xx 2cos22sin2
8

1
  

 xx 2cos2sin
4

1
  

 (:7مثال )

 أوجد الحل الخاص للمعادلة: 

xx eeyyy 42 3   

 الحــل

   22 112  DDDDF  

   
 

 
 

 xx
p e

DF
e

DF
y

11 3   

 
 

 
 xx e

D
e

D
2

3

2
1

1

1

1





  

xx ee
4

1

16

1 3   

 (:8مثال )

 أوجد الحل الخاص للمعادلة

xeyyy  2  
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 الحــل

   22 112  DDDDF  

 
 

 
1 x

py e
F D

  

 
 

 
 

2

2

1

1

1
.1

1

x

x

e
D

e
D







 

 
 

 

 

 

x

x

x

x

x

ex

x
D

e

DD
e

D
e

D
e

2

2

2

2

1

1

1
11

1
1

1
11

1




















 

 تي تفيد في حل بعض المسائل.والآن سوف نعطي بعض المفكوكات ال

...1
1

1 32 


DDD
D

 

...1
1

1 32 


DDD
D
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...4321

1

1 32

2



DDD

D
 

 
...4321

1

1 32

2



DDD

D
 

 وعلى وجه العموم فإن:

 

    2 31 1 21
1 ...

2! 3!1
m

m m m m m
mD D D

D

  
    


 

 إذا كان الطرف الأيمن من المعادلة التفاضلية كثيرة حدود. مفيدةوتلك المفكوكات 

 (:9مثال )

 وجد الحل الخاص للمعادلةأ 

1232 2  xxyyy  

 الحــل

      1222  DDDDDF  

 
 

  
 

 123
1

31

2

31

123
12

1

123
1

3

3

2























xx
DD

xx
DD

xx
DF

y p

 

   
 21 1 1 1

3 2 1
3 2 1 2 1

x x
D D
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2 3

2 3 2

1 1
1 ...

3 2 2 4 8

1 ... 3 2 1

D D D

D D D x x

  
       

 


      



 

 123...
16

15

8

9

4

3

2

3

3

1 332 







 xxDDD  

   

   

2 2

2

1 3 3
3 2 1 3 2 1

3 2 4

9 15
3 2 1

8 16

x x x x

x x zero


      



 
    



 











4

27

2

3

2

9

2

3
3

2

9

3

1 2 xxx  

4

13

2

5

2

3 2  xx  

 

 (:10مثال )

 أوجد الحل الخاص للمعادلة: 

xxyyy 2sincosh   

 الحــل

F(D) = D
2
 + D + 1 
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هو  cosh xالحل الخاص بالنسبة إلى 
1py حيث 

 
   x

DD
x

DF
y p cosh

1

1
cosh

1
21 

  

   x
D

x
D

cosh
2

1
cosh

11

1
2 




  

   














 x

D
Dx

D

D
cosh

4

1
2cosh

4

2
22

 

    xDxD cosh2
3

1
cosh

41

1
2 










  

 xx cosh2sinh
3

1
 . 

هو  sin 2xوالحل الخاص بالنسبة إلى 
2py حيث 

    
 

   x
DD

x
DF

y p 2sin
1

1
2sin

1
22 

  

   
1 1

sin 2 sin 2
4 1 3

x x
D D

 
   

 

   














 x

D
Dx

D

D
2sin

9

1
32sin

9

3
22

 

    xDxD 2sin3
13

1
2sin

94

1
3 










  

 xx 2sin32cos2
13

1
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 حيث: ypويكون الحل الخاص هو 

21 ppp yyy   
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 تمارين
 

 :Dالحل الخاص لكل من المعادلات الآتية باستخدام المؤثر  أوجد

(1) y" + y' + 6y = e
-3x

 + x. 

(2) y" – y' + y = sin x + cos x. 

(3) y" + y' + 2y = sinh x + cosh x. 

(4) y" + y' + 3y = sin 2x + sinh 3x. 

(5) y" – y' – y = cos 2x – 3 cosh 3x. 

(6) y" + 2y' + 3y = 3x
3
 + 2x

2
 + 5. 

(7) y" + y' = x
2
 + sin x. 

(8) y" – y = x + e
x
. 
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 الرابعالباب 

 مجموعة المعادلات التفاضلية الآنية
 

( في هذا الباب سوف ندرس مجموعة المعادلات التفاضلية ذات المعاملات الثابتة، 4-1)

 وهي معادلات على الصورة:

 

 

 













tfxbxa
dt

dy

tfybxa
dt

dx

222

111

 (1) 

هما  وهناك متغيران تابعان tثوابت. يلاحظ أن المتغير المستقل هو  a1, b1, a2, b2حيث 

x, y فإذا وضعنا المؤثر 

D
dt

d
  

 أي أن 

Dx
dt

dx
Dy

dt

dy
 ,  

 يمكن كتابتها على الصورة (1)فإن المجموعة 

 
   

   

1 1 1

2 2 2

D a x b y f t

a x D b y f t

   


    

 (2) 

بحلهما يمكن الحصول  x, yعلى أنهما معادلتان في مجهولين  (2)وسوف ننظر للمجموعة 

Dأو  Dمؤثر أي منهم ال ويساوي x, yعلى 
2

حيث  
2

2
2

dt

d
D   والأمثلة سوف توضح

 الفكرة.
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 (:1مثال )

 أوجد حل المجموعة )الحل العام( 

teyx
dt

dy

dt

dx

yx
dt

dx





42

,03

 

 الحــل

 كالآتي: Dيمكن كتابة المعادلتان باستخدام المؤثر  

(D + 3) x + y = 0 

(2D – 4) x + (D – 1) y = e
t 

ثم نجمع على الثانية فنحصل  (D – 1)–تابعان نضرب الأولى فيولحذف أحد المتغيران ال

 على

-(D – 1)(D + 3) x + (2D – 4) x = e
t
 

 ومنها

-(D
2
 + 2D – 3) x + (2D – 4) x = e

t
 

tex
dt

dx
x

dt

dx

dt

xd
 4232

2

2

 

 
tex

dt

xd


2

2

 (*) 

، ويكون حل المعادلة وهي معادلة غير متجانسة من الرتبة الثانية كما رأينا في الباب الثالث

 المتجانسة هو
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xh = c1sin t + c2 cos t 

 والحل الخاص هو

t
p ex

2

1
  

 هو (*)وعلى ذلك فإن الحل المعادلة 

t
hp etctcxxx

2

1
cossin 21   

نلاحظ أن الأسهل هو استخدام المعادلة الأولى من المجموعة  yولإيجاد المتغير الثاني 

 المعطاة فإن:

x
dt

dx
y 3  

 
















 ttctcttctc

dt

d
y

2

1
cossin3

2

1
cossin 2121  

    2 1 2 13 sin 3 cos 2 tc c t c c t e      

كما هي حيث أن المجموعة مكونة  (3c1 + c2)- ,(c1 – 3c2)ويجب الاحتفاظ بالثوابت 

من معادلتين كل منهم من الرتبة الأولى لذلك فإن المجموعة تكافئ معادلة واحدة من الرتبة 

 جب أن يحتوي على ثابتين اختياريان فقط.الثانية لذلك فإن حلها العام ي

 (:2مثال )

 أوجد حل المجموعة 

txyx

txyx









22

,12
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 الحــل

 كالآتي: Dيمكن إعادة كتابة المعادلتان باستخدام المؤثر  

(D – 1) x + D y = 2t + 1 

(2D + 1) x + 2 D y = t 

 yوذلك لحذف والجمع على الثانية يكون  2-بضرب الأولى في 

(2D + 1) x – 2(D – 1) x = t – 2(2t + 1) 

2D x + x – 2D x +2x = -3t – 2 

3x =-3t – 2 

3

2
 tx  

 وباستخدام أي من المعادلتان المعطاة ولتكن الأولى فإن:

3

4

3

2

3

2
12

12
























t

tt
dt

d
t

x
dt

dx
t

dt

dy

 

 ومنها 

1
2

3

4

2

1
ctty   

 والحل العام للمجموعة هو

1
2

3

4

2

1
,

3

2
cttytx   
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يلاحظ أن المجموعة في واقع الأمر هي معادلة واحدة من الرتبة الأولى لذلك فإن الحل 

 العام يحتوي على ثابت واحد فقط.

 (:3مثال )

 أوجد الحل العام للمجموعة 

yxeyyxx t 232,32 2    

 الحــل

 فإن: Dتخدام المؤثر باس

(D + 2) x + 3 y = 0 

3x + (D + 2)y = 2e
2t 

 (D + 2)والأولى في  3-لحذف أحد المتغيرين التابعين نضرب الثانية في 

 )والضرب يجب أن يكون من جهة اليسار( ثم الجمع نحصل على

  texxD 22
692   

2

2
4 5 6 td x dx

x e
dt dt



     

tt
h ececx 5

21

  

t
p ex 2

7

6
  

 وعلى ذلك فإن

ttt eececx 25
21

7

6
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 نستخدم المعادلة الأولى فنحصل على yجاد ولإي

x
dt

dx
y

3

2

3

1
  

ttt

tttttt

eecec

eececeecec

25
21

25
21

25
21

7

8

7

6

3

2

7

12
5

3

1


























 

 (:4مثال )

 أوجد الحل الوحيد للمجموعة

 

  00,cos22

00,sin2432





ytyxyx

xtyxyx




 

 الحــل

 لمجموعة تكافئا

(D – 3) x + 2(D + 2) y = 2sin t 

2(D + 1) x + (D – 1) y = cos t 

من جهة اليسار ثم الجمع نحصل  (D + 2)2والثانية في  (D – 1)–بضرب الأولى في 

 على

4(D + 2)(D + 1) x – (D – 1)(D – 3) x = 2(D + 2) cos t – 2(D – 1) sin t 

4(D
2
 + 3D + 2) x – (D

2
 – 4D + 3) x = 2D(cos t) + 4cos t – 2D(sin t)  

      + 2sin t 

(3D
2
 + 16D + 5) x = -2cos t + 2sin t – 2sin t + 4cos t 
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 tx
dt

dx

dt

xd
cos2516

2

2

  

 32
5

1

t
t

h cecx
   

 ttxp cossin8
65

1
  

   ttececx

t

t cossin8
65

1
3

2

5

1 



  (2) 

 نستخدم المعادلة الثانية مثلاً فإن: yولإيجاد 

 ttecec

x
dt

dx
ty

dt

dy

t

t sin14cos47
65

1

3

4
8

22cos

3
2

5
1 







 

 على شكل yوهي معادلة خطية في 

y' + p(t) y = g(t) 

 فيها

  tdt
eet 

  

   

 
























t
t

tt ettececce

gdtcty

cos33sin61
130

1

3

4

1

3

4

2

6

13

3 


 

    t

t

t ecttececy 3
3

2

5

1 cos33sin61
130

1

3

4




  (3) 
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وحيث أن المجموعة تكافئ معادلة من الرتبة الثانية فإن حلها العام يجب أن يحتوي على 

 c3 = 0نحصل على  (1)في المعادلة  (3) ,(2)من  x, yثابتين فقط لذلك إذا عوضنا عن 

 لذلك فإن الحل العام للمجموعة هو

 ttececx

t

t cossin8
65

1
3

2

5

1 



  

 ttececy

t

t cos33sin61
130

1

3

4
3

2

5

1 



  

 x(0) = y(0) = 0لإيجاد الحل الوحيد الذي يحقق الشرطان 

65

1
0 21  cc  

130

33

3

4
0 21  cc  

 بحلهما يكون c1, c2وهما معادلتان في مجهولين 

130

13
,

26

3
21  cc  

 بتدائية هووعلى ذلك فإن الحل الوحيد الذي يحقق الشروط الا

 tteex

t

t cossin8
65

1

130

13

26

3
35 


  

 tteey

t

t cos33sin61
130

1

130

13

13

2
35 
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 تمارين
 

 أوجد الحل العام )أو الحل الوحيد( لكل مما يأتي

(1) 








yxy

eyxx t

2

32




 

(2) 










texyx

txyyx



 2

 

(3) 








txyx

yyx





2

1
 

(4) 
 

 









00;

00;

2 yexyy

xeyyx

t

t




 

(5) 
 

 







00;53

10;2

2 ytxyy

xtyyxx




 

(6) 










123

272

t

t

exyy

eyxyx




 

(7) 
2

3 1

6

t

t

x y y x e

x y x y e t

     


    

& &

& &
 

(8) 
1x y x

x y y t

  


  

& &

& &
 

(9) 








txyx

yxyx



 1
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(10) 








1

02

yyx

yxyx
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 الخامسالباب 

 Laplace Transforms تحويلات لابلاس
 

 ( مقدمة:5-1)

 من دراستنا السابقة للتكاملات المعتلة في الصف الأول نجد أن 

    





b

a
ba

dxxfdxxf lim  

 (:1مثال )

 احسب قيمة 




0

dxesx
 

 بارامتر sحيث 

 الحــل

 

 1lim
1

1
lim

lim

0

00

















sb

b

bsx

b

b

sx

b

sx

e
s

e
s

dxedxe

 

 .s > 0وتباعدي إذا كانت  s < 0إذا كانت  تقاربي وعلى ذلك يكون التكامل

 ( تحويلات لابلاس:5-2)
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 تعريف:

 بأنه  f (x)يعرف تحويل لابلاس للدالة  

      sFdxxfexfL sx  




0

 

 هو مؤثر لابلاس {.}L بارامتر، s حيث

 .تقاربيفقط وهذا إذا كان التكامل  sواضح أن نتيجة التكامل النهائية تعتمد على 

 وف نعطي الشرط الكافي لكي يكون للدالة تحويل لابلاس.والآن س

 نظرية:

 وذلك في الفترة  piece wise continuousهي دالة  f (x) نفرض أن 

[0, )  كذلك نفرض أنf (x)  k e
ax

ثابت حقيقي. فإن الدالة  aثابت موجب،  kحيث   

f (x) هذه الدالة )أي أن قابلة لتحويلات لابلاس، أي أنه يمكن حساب تحويل لابلاس ل

 ( ويعطى من العلاقةتقاربيالتكامل 

      




0

dxxfesFxfL sx
 

 البرهان:

  






 

00

dxeekdxxfe axsxsx  

 

0

a s x
e dx
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0

1 xsae
sa

 

 .s > aإذا كانت  تقاربيويكون التكامل 

 أمثلة:

ke يلاحظ أن الدوال الآتية هي من درجة الدالة 
ax

. 

x
n
,   sin x,   xe

bx
 

 الحــل

(i)  0
!

limlim 
 mxnxmx

n

x em

n

e

x
 

(ii) 0
sin

lim 
 mxx e

x
 

(iii)   bmif
e

x

e

xe
xbmxmx

bx

x



0limlim  

f (x)  k eبحيث تكون  k, aفي جميع الأمثلة السابقة يمكن إيجاد 
ax. 

 (:2مثال )

الدالة  
2xe  ليست من درجةe

mx 

 الحــل

 xmx

xmx

x

x
e

e

e 


 limlim

2

 

 .تكون أكبر منها وعلى ذلك فإن النهاية تؤول إلى  xفإن  mيلاحظ أنه لي اختيار 
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 الآن سوف نبدأ بإيجاد تحويلات لابلاس لبعض الدوال المشهورة.

 (:3مثال )

 إذا كانت 

f (x) = 1 

 فإن

    
s

dxeLsF sx 1
1

0

 


 ; s > 0 

 (:4مثال )

 إذا كانت 

f (x) = x 

 فإن

      




0

dxxexLsF sx  

 




0

1 sxexd
s

 







 

0
0

11
dxe

s
xe

s

sxsx  




02

1 sxe
s

zero  
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2

1

s
  

 (:5مثال )

 باستخدام مبدأ الاستنتاج الرياضي أثبت أن: 

   
1

!



n

n

s

n
xLsF  

 )يترك للطالب( صحيح موجب. nحيث 

 (:6مثال )

 إذا كانت 

  axexf   

 ثابت aحيث 

   
0

ax ax sxF s L e e e dx



    

  





0

1 xase
as

 

as 


1
  ; s > a 

 

 (:7مثال )

 مؤثر خطي أي أن: {.}Lأثبت أن  
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L{c1 f1 + c2 f2} = c1 L{f1} + c2 L{f2} 

 الحــل

   

   

   2211

0

22

0

11

0

22112211

fLcfLc

dxexfcdxexfc

dxefcfcfcfcL

sxsx

sx






















 

 وهو المطلوب

 (:8مثال )

 تإذا كان 

f (x) = sinh bx 

 فإن

     








 bxbx eeLbxL
2

1
sinh  

    
1

2

bx bxL e L e    
















bsbs

11

2

1
 

22 bs

b


  

 (:9مثال )
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 إذا كانت 

f (x) = cos bx 

 فإن

    




0

coscos dxebxbxLsF sx  

 




0

cos
1 sxedbx
s

 




 

0

sincos
1

dxebx
s

b
ebx

s

sxsx  

 
 sxedbx

s

b

s
sin

1
2

 







 

0

2

2

02
cossin

1
dxebx

s

b
ebx

s

b

s

sxsx  

   
s

sF
s

b
sF

1
2

2

  

  
22 sb

s
sF


  

 ملاحظة:

 يلاحظ أن النظرية السابقة تعطي الشرط الكافي لوجود تحويل لابلاس. 

 (:10مثال )
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الدالة   
x

xf
1

  هي ليستp-c  في الفترة[0, ]  ولكن يوجد لها تحول

 لابلاس

 
1

2

0

1sxF s e x dx L
x

 

  
   

 
  

 نفرض أن

tsx    dtt
s

dx
2

  

 
ss

dte
s

sF t 














 





2

22

0

2

 

 (: 11مثال )

f (x) = xالدالة 
p

 ولكن لها تحويل لابلاس لأن P-Cليست  p < 0 > 1-حيث  

    




0

dxxexLsF psxp  

 نفرض أن

s x  = t   
s

dt
dx   

  








 









0

1

0

1
dtet

ss

dt

s

t
esF tp

n

n

t  

 ةومن تعريف دال
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0

1 dtetp tp  

  
 

1

1
p

p
F s

s 

 
  

 (:12مثال )

f (x) = xإذا كانت  
p

 عدد قياسي موجب pحيث  

    



0

dxexxLsF sxpp  

  بوضع

s x = t   
s

dt
dx   

 
 

1

0

1

11









  p

tp

p s

p
dtet

s
sF  

 ( يكون11(، )10من مثال )

 

    
1

1





p

p

s

p
xL  ; s > 0 

 . 1-عدد قياسي موجب أكبر من  pحيث 

 (:13مثال )

 f '(x) احسب تحويلات لابلاس للدالة 
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 الحــل

      

 

 
 

   

   0

00

00

0

0

fssF

ssFf

dxxfes
e

xf

xdfe

dxxfexfLsF

sx

sx

sx

sx































 

 (:14مثال )

 f "(x)احسب تحويلات لابلاس للدالة  

 الحــل

     


 

0

xfdexfL sx  

   





 
0

0
dxxfesxfe sxsx  

    xfsLf  00  

 = –  f '(0) + s [s F(s) – f (0)] 

= s
2
F(s) – sf (0) – f '(0) 

 ويمكن باستخدام الاستنتاج الرياضي إثبات أن:
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               00...00 1221   nnnnnn fsffsfssFsxfL . 

 (:15مثال )

 احسب تحويل لابلاس للتكامل 

    

x

dttxgtf
0

 

 الحــل

       

    

 


























0 0

0 00

x

sx

x

sx

x

dxdttxgtfe

dttxgtfdxedttxgtfL

 

 وبعكس ترتيب التكامل يكون

 

t 

x 
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0t

x

tx

sxdxetxgdttf  

 نفرض أن:

)في التكامل الداخلي(  u = x – t  

 du = dx 

     
 









0 0t

u

u

tus dueugdttf  

    









0 0t

u

u

sust dueugdtetf  

   





0t

st dtsGetf  

   





0t

st dttfesG  

= G(s) F(s) 

 حيث

L{g(x)} = G(s), L{f (x)} = F(s) 

 (:16مثال )

 أثبت أن

 
 
s

sF
dttfL

x















0
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 لحــل

 نفرض أن:

   
x

dttfxG
0

 

 ومنها

   xf
dx

dG
xG  ,  G(0) = 0 

 وبأخذ مؤثر لابلاس للطرفين يكون

      xfLxGL   

 sL{G(x)} – G(0) = F(s) 

    sFdttfsL

x














 0
0

 

  
 
s

sF
dttfL

x















0

 

 وهو المطلوب

 (:17مثال )

 أثبت أن 

 
 
2

0 0
s

sF
dtduufl

x t














   

 الحــل



 تحويلات لابلاس

 
168 

 نفرض أن

    

x t

dtduufxG
0 0

 

 

    
x

duuf
dx

dG
xG

0

 

   xfxG  , G(0) = G'(0) = 0 

 وبأخذ مؤثر لابلاس للطرفين يكون

L{G"(x)} = L{f (x)} 

         2 0 0s L G x sG G F s    

     2 0 0s L G x F s    

  
 
2

0 0
s

sF
dtduufL

x t














   

 (:18ال )مث

 يكون: nأثبت أنه لأي عدد صحيح غير سالب  

    
 
n

n
nn

ds

sFd
xfxL 1  

 حيث

L{f (x)} = F(s) 

 الحــل
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0
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 وهو المطلوب.

 (:19مثال )

 يكون n = 2ق حيث باستخدام القاعدة في المثال الساب 
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No     sFLxf 1      xfLsF   

1 1 

s

1
;   s > 0 

2 e
ax 

as 

1
;   s > a 

3 x
n
 n صحيح موجب  ,

1

!
ns

n
;   s > a 

4 x
p

واحدعدد قياسي أكبر من سالب  ,   p  
1

1
p

p

s 

 
;  s > 0 

5 sin bx 
22 bs

b


;  s > 0 

6 cos bx 
22 bs

s


;  s > 0 

7 sinh bx 
22 bs

b


;  s > 0 

8 cosh bx 
22 bs

s


;  s > 0 

9 e
ax

 sin bx 

  22
bas

b


; s > a 

10 e
ax

 cos bx 

  22
bas

as




; s > a 

11 e
ax

 sinh bx 

  22
bas

b


; s > a 

12 e
ax

 cosh bx 

  22
bas

as




; s > a 
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13 x
n

 e
ax

 n صحيح موجب 

  1

!



n

as

n
;  s > a 

14 e
ax

 f (x) F(s – a) 

15 f (ax) 
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1
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dttgtxf
0
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17    xfx
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 n F صحيح موجب ,
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18   xf n
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 تمارين
 18 ,17 ,15 ,14 ,13 ,12في الجدول السابق أثبت صحة العلاقات  -1

 إذا كانت: f (x)أوجد  -2

(i)  
12

2
2 


ss

s
sF  

(ii)  
  321

12
22

2






ssss

ss
sF  

(iii)  
  2142

1






sss

s
sF  

(iv)  
 22 2

1




s
sF  

(v)  
   312

1
2 


sss

sF  

 فإن: L{f (x)} = F(s)ذا كانت أثبت أنه إ -3

  0lim 


sF
s
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 ( استخدام تحويلات لابلاس لحل المعادلات التفاضلية:5-3)

 (:1مثال )

 أوجد الحل الوحيد الآتي: 

 y" + y = sin(2x); y(0) = 0, y'(0) = 1 

 الحــل

 بأخذ تحويل لابلاس لطرفي المعادلة يكون

L{y"} + L{y} = L{sin 2x} 

 (L{y(x)} = Y(s))حيث  تخدام الجداول نجد أن:وباس

   
4

2
00

2

2




s
YysyYs  

 ومنها 

  41

6
22

2






ss

s
Y  

 وباستخدام الكسور الجزيئية يكون

  






















4

1

3

2

1

1

3

5
22 ss

sY  

 وبأخذ مؤثر لابلاس العكسي وباستخدام الجداول نجد أن:

  xxxy 2sin
3

1
sin

3

5
  

 (:2مثال )
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 وجد الحل الوحيدباستخدام لابلاس أ 

 2 sinxy y y e x    ; y(0) = 0,  y'(0) = 1 

 الحــل

 بأخذ مؤثر لابلاس للطرفين يكون

     
 

2

2

1
0 0 2 0

1 1
s Y sy y sY y Y

s
        

 
 

  
 

1
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1
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2 3

2 2 2 1

1 16 37 16 44

17 2 2 2 1

16 1 21 16 1 281

17 1 1 1 2

11 1
16 21

17 1 1 1 1

1 28 2
16

21 2 1 2

s s
Y

s s s s

s s

s s s s

s s

s s

s

s s

s

s s

 


   

   
      

     
  

     

 
  

   


  

    

 

 وبأخذ مؤثر لابلاس العكسي للطرفين، يكون

   xxexexexy xxx 2sinh2142cosh16sin21cos16
17

1
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 تمارين
 

 ويلات لابلاس أوجد الحل الوحيد لكل مما يأتي:باستخدام تح

(1) y" – y' – 6y = 0 ; y(0) = 1, y'(0) = -1 

(2) y" + 3y' + 2y = 1 ; y(0) = 1, y'(0) = 0 

(3) y" – 2y' + 2y = x ; y(0) = 0, y'(0) = 1 

(4) y" – 4y' + 4y = e
x
 ; y(0) = y'(0) = 0 

(5) y
(4)

 – 4y"' + 6y" – 4y' + y = 0 ; y(0) = 0, y'(0) = 1, 

   y"(0) = 0, y"'(0) = 1 

(6) y
(4)

 – y = 0 ; y(0) = 1, y'(0) = 0, 

   y"(0) = 1, y"'(0) = 0 

(7) y" – 2y' + 2y = cos x ; y(0) = 1, y'(0) = 0 

(8) 2 sinh 2y y x    ; y(0) = y'(0) = 0 

(9) y"  + 3y' – y = e
x
 sin x ; y(0) = y'(0) = 0 

(10) y" – y' – y = e
x
 cosh x ; y(0) = 0, y'(0) = 1 

(11) y"' – 2y" + y = 1 ; y(0) = y'(0) = y"(0) = 0 

(12) y"' – y = e
x
 ; y(0) = y'(0) = 0, y"(0) = 1 
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 ( استخدام تحويلات لابلاس لحل مجموعة من المعادلات التفاضلية:5-4)

 (:1مثال )

 أوجد الحل الوحيد للمجموعة 

 12 2
1  y

dx

dy
 ; y1(0) = 0 

 xy
dx

dy
 1

2  ; y2(0) = 0 

 الحــل

 بأخذ مؤثر لابلاس لطرفي كل من المعادلتين حيث 

    sYxyL 11  , 

    sYxyL 22   

s
YsY

1
2 21   

212

1

s
YsY   

 وبحل هاتين المعادلتين يكون

 2

2
22

2

1





ss

s
Y , 

 2

2
22



ss

Y  
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 ر الجزيئية يكونوباستخدام الكسو

2

21
221






ss

Y  

2

1
22



s

s

s
Y  

 وبأخذ مؤثر لابلاس العكسي يكون

  xxxy 2sin21   

  xxy 2cos12   



 تحويلات لابلاس

 
178 

 تمارين
 

 أوجد الحل الوحيد لكل من المجموعات الآتية:

(1) 
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00,2

212

1
2
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yeyy

yxyy
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(2) 
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212
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yyy

yxyyy
 

(3) 
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yxyyy
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00,sin

00,cos2
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yxyy
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yxyyy
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(6) 
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(7) 

 

 

 













00,cos

00,1

00,sin2
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yxyy
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179 

 
 السادسالباب 

 حل المعادلات في صورة متسلسلات
 

 ( مقدمة:6-1)

 تعريف:

وذلك  |I = |x – x0في الفترة  x0دالة تحليلية حول النقطة  f (x)يقال أن الدالة  

 على الصورة f (x)إذا أمكن كتابة الدالة 

   





0

0

n

n

n xxaxf  

 .ثابت anحيث 

وذلك إذا كان لها مفكوك  x0حول النقطة  Iقة ما تكون تحليلية في منط f (x)أي أن الدالة 

 .x0تايلور حول النقطة 

 (:1مثال )

الدالة   
x

xf
1

  ليست تحليلية حول نقطة الأصل ولكنها تحليلية حول النقطة

x0 = 1 :لأن 

     







0

1
11

1

n

nn
x

x
xf  

 وذلك في الفترة:

I = | x – 1| < 1 
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 (:2مثل )

sin x, cos x, eالدوال  
x
, e

-x  تحليلية حول النقطةx0 = 0  وذلك في الفترة 

I = | x | <  

 (:3مثال )

الدالة   
x

xf



1

1
ولكنها تحليلية حول  x = 1ليست تحليلية حول النقطة  

 نقطة الأصل لأن:

  








01

1

n

nx
x

xf  

 x | < 1 |وذلك في الفترة 

 (:4مثال )

الدالة   
x

xf



1

1
ولكنها تحليلية حول  x0 = -1ليست تحليلية حول النقطة  

 نقطة الأصل لأن:

   








0

1
1

1

n

nn
x

x
xf  

 x  1 > 1-وذلك في الفترة 

 ( استخدام المتسلسلات لإيجاد حلول معادلات الرتبة الثانية:6-2)

 نفرض أن لدينا المعادلة

 y"(x) + P(x)y' + Q(x)y = 0 (1) 
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 نظرية:

 (1)فإنه يوجد حل للمعادلة  x0دوال تحليلية حول النقاط  P(x), Q(x)ا كانت إذ 

 على الصورة

   





0

0

n

n

n xxaxy  

 .P(x), Q(x)ثوابت يمكن تعيينها بدلالة معاملات الدوال  anحيث 

 (:1مثال )

 أوجد حل المعادلة الآتية في صورة متسلسلة حول نقطة الأصل. 

 y" – xy' – y = 0 (*) 

 لحــلا

دوال تحليلية حول نقطة الأصل، أي يمكن  P(x) = -x, Q(x) = -1يلاحظ أن  

في الصورة  (*)إيجاد حل المعادلة 





0n

n
n xay 







1

1

n

n

n xnay , 

 





2

21
n

n
n xanny  

 يكون (*)في المعادلة  "y, y', yبالتعويض عن 

  01
01

1

2

2  
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n
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n
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n

n
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   01
012

2  














n

n
n

n

n
n

n

n
n xaxnaxann  

في المجموع الأول فقط وإجراء التغير اللازم في حدود المجموع ثم  N = n – 2بوضع 

 في النهاية nبـ  Nنستبدل 

   012
010

2  














n

n
n

n

n
n

n

n
n xaxnaxann 

        011212
1

202  






n

n
nn xanannaa 

 المختلفة xبمقارنة معاملات قوى 

 2a2 = a0    
2

0
2

a
a    (1) 

(n + 2)(n + 1) an+2 – (n + 1) an = 0  
 2

2



n

a
a n

n  (2) 

n = 1, 2, 3, … 

المختلفة. وحيث أن  nلقيم  anتسمى العلاقة التكرارية لأنها تعين الثوابت  (2)العلاقة 

 تنقسم إلي قسمين الزوجية والفردية: aiفإن مجموع الثوابت  an, an+2هي بين  (2)العلاقة 

n = 2   
4.24

02
4

aa
a   

n = 4   
6.4.26

04
6

aa
a   

n = 6   
8.6.4.28

06
8

aa
a   

 ومنها
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 !2

0
2

k

a
a

kk   k = 0, 1, 2, … (3) 

 ولإيجاد الحدود الفردية

 n = 1   
3

1
3

a
a   

 n = 3   
5.35

13
5

aa
a   

 n = 5   
7.5.37

15
7

aa
a   

 
 12...7.5.3.1

1
12




k

a
a k  k = 1, 2, … (4) 

 وعلى ذلك يكون الحل هو

  




















 ...

5.3.13.1
...

8.6.4.26.4.24.2
1

53

1

642

0

xx
xa

xxx
axy  

هو الحل  y(x))وهما اختياريان( لذلك فإن  a0, a1تحتوي على ثابتين هما  y(x)يلاحظ أن 

 كالآتي: y(x)يمكن التعبير عن  (4) ,(3)العام للمعادلة المعطاه وباستخدام 

 
   







 


1

12

1

0

0
12...7.5.3.1!2 k

k

k
k

k

k

x
a

k

x
axy  

 عود الآن للمعادلة التفاضليةن

y"(x) + P(x) y' + Q(x) y(x) = 0 

 إذا كانت
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xQ

xP

xx

xx

0

0

lim

lim

 (1) 

أما إذا لم  ordinary pointهي نقطة عادية للمعادلة التفاضلية  x0فإنه يقال أن النقطة 

 وكان (1)يتحقق الشرط 

 

   

    















xQxx

xPxx

xx

xx

2

0

0

0

0

lim

lim

 (2) 

 regular singularنقطة شذوذ منتظمة للمعادلة التفاضلية هي  x0فإنه يقال أن النقطة 

point فإنه يقال أن النقطة  (2)، أما إذا لم يتحقق الشرطانx0  هي نقطة شذوذ غير

 .irregular singular pointمنتظمة للمعادلة التفاضلية 

 (:2مثال )

(i) :المعادلة الآتية 

y" – xy' – y = 0 

 فيها

P(x) = -x, Q(x) = 1 

 يكون x0قطة ولأي ن

  


xP
xx 0

lim ,   


xQ
xx 0

lim  

 هي نقطة عادية للمعادلة xوعلى ذلك أي نقطة 

(ii) المعادلة الآتية 

(1 – x
2
) y" – 2x y' + n(n + 1)y = 0 
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 فيها nلأي عدد صحيح موجب 

 
21

2

x
xP




 ,  

 
21

1

x

nn
xQ




  

 هي نقطة شذوذ منتظمة. x = 1نقطة عادية بينما هي  x = 0وعلى ذلك فإن 

(iii) المعادلة 

 
0

1

1

1

1
2

3 





 y
x

y
x

yx  

 هي نقطة شذوذ منتظمة. x = 1هي نقطة شذوذ غير منتظمة، بينما  x = 0النقطة 

 فإنها تكون نقطة عادية. 1 ,0ولأي نقطة أخرى تختلف عن 

 ملاحظة:

وكانت هذه النقطة نقطة عادية للمعادلة  x0يلاحظ أنه إذا أردنا الحل عند نقطة ما  

وعليه يمكن إيجاد الحل  x0تحليلية عند هذه النقطة  لتكون دوا P(x), Q(x)التفاضلية فإن 

 ((.1حسب النظرية السابقة )نظرية )

 (:3مثال )

 حول نقطة الأصلأوجد حل المعادلة التفاضلية  

(1 – x
2
) y" – xy' + 4y = 0 

 الحــل

 يلاحظ أن

 
21 x

x
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 ,  
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4

x
xQ
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وأن نقطة الأصل هي نقطة عادية للمعادلة التفاضلية وعلى ذلك نبحث عن الحل في 

 الصورة

  
0

n

n xaxy  

   


1

1n
n xnaxy  

    


2

21 n
n xannxy  

 وعلى ذلك
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 التعويض في المعادلة المعطاة، يكونب
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       04112

42.342

2

2

11302












n

n

nn xannnann

xaaaaa

 

 المختلفة يكون xبمقارنة معاملات قوى 

a2 = -2a0, 
2

1
3

a
a


  

 
 
  nn a
n

n
a

1

2
2




 ; n = 2, 3, … 

من الثابت  أي أن هناك مجموعتين an, an+2وهي العلاقات التكرارية وهي علاقة بين 

 وعلى ذلك يلاحظ أن: a1والثانية فردية وتعتمد على  a0الأولى زوجية وتعتمد على 

a4 = a6 = a7 = … = 0 

4.24

1 1
35

a
aa 


  

6.4.2

3

6

3 1
57

a
aa





  

 وعلى ذلك فإن الحل العام هو
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  2
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 تمارين
 

 أوجد الحل لكل مما يأتي حول النقطة الموضحة

(1) y" + y = 0, x = 0 حول 

(2) (1 – x
2
)y" + xy' – y = 0, x = 0 حول 

(3) (x – 1)y" – xy' + y = 0, x = 0 حول 

(4) (x
2
 + 1)y" + y' – 2y = 0, x = 0 حول 

(5) y" – (x + 1)y' + xy = 0, x = 0 حول 
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 Frobenius Method يس( طريقة فروبين6-3)

نقطة شاذة منتظمة فإن الطريقة السابقة لا تعطي حلاً للمعادلة.  x0إذا كانت النقطة  

 x0 = 0وعلى ذلك نبحث عن الحل في صورة أخرى وسوف نأخذ للسهولة 

 نظرية:

 نقطة شاذة منتظمة فإن الصورة x = 0 إذا كانت 

 





0n

n
n

m xaxy  (1) 

 (a0  0أو سالب،  ثابت موجب m)حيث 

 سوف يعطي على الأقل حل واحد للمعادلة التفاضلية

     0 yxQyxPy  (2) 

 :طريقة الحل

 يكون (1)من  

 





0

1

n

mn
n xamny  

   2

0

1 n m

n

n

y n m n m a x


 



      

 ذلك حيث (2)في المعادلة  "y, y', yبالتعويض عن 

  





0n

n
n xpxxP ,   






0

2

n

n
n xqxQx  

 نحصل على
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0

1

00
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xaxq

xmnaxpxmnmna

 

 نحصل على xثوابت، وبمقارنة معاملات الحد الذي له أصغر قوى في  pn, qnحيث 

  02

0  cmma   

 من الفرض فإن a0  0ولكن 

 m
2
 +  m + c = 0 

 ومنها نحصل على معادلة من الدرجة الثانية تسمى المعادلة المميزة 

(Indicial Equation)ثلاث حالات لجذور هذه المعادلة، وسوف ندرس كل  . وهناك

 :حالة على حدة

 حيث m1, m2إذا كانت جذري المعادلة المميزة هما  الحالة الأولى:

m1  m2 , m1 – m2  صحيح 

 = y2(x)والثاني  y1(x) = y(x, m1)في هذه الحالة سوف نحصل على حلين الأول هو 

y(x, m2) ن الحلين مستقلين وعليه يكون الجذر العام بالصورةويمكن إثبات أن هذي 

y(x) = A y1(x) + B y2(x) 

 ثوابت اختيارية. A, Bحيث 

 (:1مثال )

 أوجد حل المعادلة الآتية حول نقطة الأصل 

4xy" + 2y' + y = 0 
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 الحــل

 يلاحظ أن 
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وبينيس ونبحث عن الحل في رنتبع طريقة فهي نقطة شاذة منتظمة لذلك  x = 0وعلى ذلك 

 الصورة
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 ومنها يكون
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(set n = N – 1) 
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  (*) 

 ن المعادلة المميزة هيوعلى ذلك تكو

 2a0(2m – 1)m = 0 (a0  0 ولكن) 
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 m(2m – 1) = 0 

 m1 = 0, m2 = ½  

ويلاحظ أنهما مختلفان والفرق بينهم ليس عدداً صحيحاً. أما العلاقة التكرارية من المعادلة 

 فهي (*)
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 نحصل على m = 0بوضع 

 
 122

1




 

nn

a
a n

n ; n = 1, 2, … 

  

 
 
 

01

2 !

n

n

a
a

n


  

 وعلى ذلك يكون
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 في العلاقة التكرارية يكون ½ = mبوضع 
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 وعلى ذلك يكون
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 وعلى ذلك فإن الحل العام هو

y(x) = Ay1(x) + By2(x) 

 m1 = m2إذا كانت  الحالة الثانية:

فإنه يمكن  y1(x) = y(x, m1)يمكننا إيجاد حل واحد فقط وليكن  في هذه الحالة 

إثبات لأن 
1

2

mmm

y
y




  هو حل آخر للمعادلة وهو مستقل عنy1  وعلى ذلك يكون

 الحل العام للمعادلة

y(x) = A y1(x) + B y2(x) 

 (:2ثال )م

 أوجد الحل العام للمعادلة الآتية حول نقطة الأصل 

xy" + y' + x
2
y = 0 

 الحــل

 بفرض أن هي نقطة شاذة منتظمة وعلى ذلك x = 0النقطة 
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 وعليها
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 بالتعويض في المعادلة التفاضلية نحصل على
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 في المجموع الأخير يكون n + 2 = N – 1بوضع 
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 :ذات القوى المختلفة نحصل على xبمقارنة معاملات 

xأولاً: معاملات قوى 
m – 1 

a0 m
2
 = 0  m

2
 = 0   m1 = m2 = 0 

xثانياً: معاملات 
m 

a1(m + 1)
2
 = 0  a1(0 + 1)

2
 = 0   a1 = 0 

xثالثا: معاملات 
m+1 

a2(m + 2)
2
 = 0  a2(0 + 2)

2
 = 0   a2 = 0 
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xرابعاً: معاملات 
n+m – 1   حيثn = 3, 4, … 
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  , n = 3, 4, … 

 على ذلك يكون

a1 = a4 = a7 = … = zero 

a2 = a5 = a8 = … = zero 

 كذلك
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 وعلى ذلك فإن
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 (a0 = 1نحصل على )مع أخذ  (*)في  m = 0بوضع 
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)وذلك لكي نحصل على الحل الثاني  mجزئياً بالنسبة إلى  (*)وبإجراء تفاضل للمعادلة 
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 للمعادلة( فإن:
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 فنحصل على m = 0نضع  y2(x)ولكي نحصل على 
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 وعلى ذلك يكون الحل العام بالصورة
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 الحالة الثانية:

 إذا كان الفرق بين جذري المعادلة المميزة عدد صحيح. 

 في  m = m1وضع فإنه ب m1 < m2حيث  m1, m2بفرض أن جذري المعادلة هما 

y(x, m)  نحصل على أحد الحلول وهوy1(x) = y(x, m1)  بينماm2  قد وقد لا يعطي

 الحل المستقل الثاني وفي تلك الحالة يمكن الحصول على الحل الثاني
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 (:3مثال )

 للمعادلة x = 0أوجد الحل العام حول النقطة  
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  0232  yyyxx  

 ـلالحـ

 هي نقطة شاذة منتظمة وعليه x = 0النقطة  
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 بالتعويض في المعادلة التفاضلية يكون
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 m(m – 4) = 0  m = 0,  m = 4 

 والعلاقة التكرارية هي
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 فإن a0 = 1بأخذ 
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 نحصل على m = 4كذلك يلاحظ أنه إذا وضعنا 
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 فإنه يمكن كتابته على الصورة y1(x)وبالعودة إلى 
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 مستقلان خطياً، على ذلك يكون الحل الثاني y1(x), y(x, 4)وحيث أن 
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عطت حلان مستقلان ولكن ذلك لن يكون على وجه العموم.كما سوف نرى أ mأي أن قيم 

 في المثال التالي وعلى ذلك فإن الحل العام هو:
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 (:4مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة الآتية حول نقطة الأصل 



 عادلات تفاضلية م

 
201 

  03  yyxyx  

 الحــل

x = 0 نقطة شاذة منتظمة وعلى ذلك 
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 بالتعويض في المعادلة التفاضلية يكون
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m(m + 2) = 0   m1 = -2, m2 = 0 

 رية هيوالعلاقة التكرا
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 نحصل على m = 0وإذا وضعنا 

     xaxaxyxy 
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لا يمكن أن تعطي الحل  لذلك فإن هذه القيمة a2 = , a3 = فإن  m = -2وإذا وضعنا 

 أن الثاني، فإذا فرضنا
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       (*) 

التي حصلنا عليها سابقاً، لذلك  y1(x)فإننا نحصل على  (*)في  m = -2فإذا وضعنا 

سوف نحسب 
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 (*)من العلاقة  
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 نحصل على b0 =1 ،m = -2بوضع 
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 والحل العام بالصورة

y = Ay1(x) + By2(x) 
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 تمارين
 

 أوجد حل كل من المعادلات الآتية حول نقطة الأصل

(1) 2xy" + y' – 2y = 0 

(2) xy" + 3y' – x
2
y = 0 

(3) xy" + y' – xy = 0 

(4) xy" - y = 0 

(5) xy" + y' + y = 0 

(6) xy" + y' – x
2
y = 0 

(7) (x
3
 – x) y" + (8x

2
 – 2)y' + 12xy = 0 

(8) xy" + y' – y = 0 

(9) xy" – 3y' + xy = 0 

(10) xy" + y' + xy = 0 
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 الكبيرة: x( الحل لقيم 6-4)

 قد نحتاج في بعض الأحيان حل المعادلة التفاضلية 

 y" + P(x) y' + Q(x) y = 0 (*) 

الكبيرة. في هذه الحالة يكون الحل الذي حصلنا عليه حول نقطة الأصل غير  xوذلك لقيم 

ل كمتسلسلة بحيث ذات قيمة مهما كان كبر نصف قطر تقارب المتسلسلة. فإذا أردنا الح

 فإننا نستخدم التعويض x = الكبيرة، أي عندما تكون  xتكون تقاربية لقيم 

t
x

1
  

 xالتي تناظر قيم  t = 0)بعد إجراء اللازم( حول النقطة  (*)جد حل المعادلة وثم ن

 الكبيرة.

 (:1مثال )

 بيرة.الك xأوجد حل المعادلة التفاضلية الآتية وذلك لقيم  

2x
2
(x – 1) y" + x(3x + 1)y' – 2y = 0 

 الحــل

الكبيرة لذلك يجب عدم دراسة نقط الشذوذ  xحيث أن المطلوب الحل لقيم 

 وأنواعها إلا بعد إجراء التحويل المشار إليه سابقاً.

 نضع
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xdx
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 كذلك

2

2

432

2

23

1212

dt

yd

xdt

dy

xdx

dt

dt

yd

xdt

dy

x
y   

 وعلى ذلك يكون

dt

dy
t

dx

dy 2 ,  
2

2
43

2

2

2
dt

yd
t

dt

dy
t

dx

yd
  

 في المعادلة المعطاة، نحصل على "x, y', yبالتعويض عن 

    02512
2

2
2  y

dt

dy
t

dt

yd
tt  

 يلاحظ أن

 
  2

1

12

51
limlim

00







 t

t
ttP

tt
 

 
 

0
12

2
limlim

2

0

2

0







 tt

t
tQt

tt
 

 نيس يكونينقطة شذوذ منتظم وعليه باستخدام فروبهي  t = 0أي أن 
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 بالتعويض في المعادلة التفاضلية المحولة مع إجراء تغيير حدود المجموع
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 لمميزةوعلى ذلك تكون المعادلة ا

2m(m – 1) + m = 0  m(2m – 1) = 0 

m = 0,  m = ½  

 والعلاقة التكرارية هي
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 نحصل على m = 0بوضع 
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  نحصل على ½ = mبوضع 

 

nn

nn

an
































2

1
2

1
2

1

2

1
2

2

; n = 1, 2, … 

01
3

4
aa  , 02

15

22
aa  , 03

315

484
aa  , … 

 وعلى ذلك

 








 ...
315

484

15

22

3

4
1 32

02 ttttaty  

 








 ...
315

484

15

22

3

4
1

32

0
2

xxxx

a
ty  

 م هووالحل العا

y(x) = Ay1(x) + By2(x) 
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 تمارين
 

 في صورة متسلسلات: x = أوجد حل كل من المعادلات الآتية بالقرب من 

(1) 2x
3
y" + x

2
y' + y = 0. 

(2) x
3
y" + (x

2
 + x)y' + y = 0. 

(3) x
3
y" + x(1 – x)y' – y = 0. 

(4) x
4
y" + xy' + y = 0. 

(5) x
3
y" + y = 0. 
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