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 متسلسلتا تيلور ولورانت

 

 (: متتابعات الدوال:1بند )
ويرمز لها باختصار  z(nU…, ), z(2U), z(1U(لتكن    

1n n
U z




متتابعة  

. Zفي المستوى  Rوهذه الدوال معرفة ووحيدة القيمة في منطقة ما  zدوال في المتغير 
وتكتب    nعندما  z(nU(بنهاية  V)z(تسمى    lim n

n
U z V z


. 

( بحيث يكون , zعادة يعتمد على كل من ) Nيوجد عدد موجب    <0إذا كان لكل 
   nU z V z    لجميعN  n  في هذه الحالة نقول أن المتتابعة تتقارب إلى

V(z). 
ارب بمنطقة تق Rفإننا نسمي  R)نقاط( في منطقة  zإذا كانت المتتابعة تقاربية لجميع قيم 

دية عند )نقطة( تسمى تباع zالمتتابعة. والمتتابعة التي ليست تقاربية عند قيمة ما للمتغير 
z. 

 (: متسلسلات الدوال:2بند )
من متتابعات الدوال    nU z  تكون متتابعة جديدة  nS z :معرفة بالآتي 

   

       

         

1 1

2

2 1 2

1

1 2

1

...

k

k

n

n n k

k

S z U z

S z U z U z U z

S z U z U z U z U z







  

    





 

من الحدود الأولى  nتسمى بالمجموع الجزئي النوني، وهو ناتج عن جمع  z(nS(حيث 
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للمتتابعة   nU z. 

المتسلسلات اللانهائية  
1

n

n

U z




  والزوج المرتب      1 1
,n nn n

U z S z
 

 
حيث  

  
1n n

U z



ن الدوال متتابعة م  

1

n

n k

k

S U z


 ،nU  ،تسمى بالحد النوني للمتسلسلة

يسمى بالمجوع النوني للمتتابعة. إذا كان  z(nS(و    lim n
n

S z S z


  فإنه يقال أن
 ية.هو مجموعها، وفيما عدا ذلك فإن المتسلسلة تكون تباعد S(z)المتسلسلة تقاربية وأن 
ارب المتسلسلة الشرط الضروري لتق 

1

n

n

U z




  هو lim 0n
n

U z


 ولكن هذا ،

 الشرطط ليس كافياً )كما نعلم في حالة متسلسلات الدوال الحقيقية(.
طقة من R، فإننا نقول أن R)نقاط( في منطقة ما  zإذا كانت المتسلسلة تقاربية لجميع قيم 

 التقارب للمتسلسلة.
 لنقاط الشاذة:تعريف: ا
 .f (z)غير تحليلية بنقطة شاذة للدالة  f (z)تسمى النقطة التي عندها  

 ويمكن تقسيم النقاط الشاذة إلى نوعين:
 نقاط شاذة غير معزولة. -1

 نقاط شاذة معزولة. -2
ذا فقط وجد جوار للنقطة  0zتسمى النقطة  اذة لا يحتوي على نقاط ش 0zشاذة معزولة إذا وا 

 .0zغير 

 نظرية تيلور: (:3بند )
 فإن: aمركزها عند  Cتحليلية داخل دائرة ما  f (z)إذا كانت  

      
 

 
2

...
2!

f a
f z f a f z z a z a


       
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 .Cداخل  zلجميع قيم 
 البرهان:
وتحيط  aمركزها عند  1C. أنشئ دائرة Cأي نقطة داخل  zلتكن 

 . نحصل من صيغة كوشي للتكامل علىzبالنقطة 

  
 1

2
C

f w
f z dw

i w z


  (1) 

 ولكن

   

 

2 1

1 1

1
1

1

1
1 ...

1

1

n

n

w z w a z a

z a
w a

w a

z a z a z a

w a w a w a w a

z a

z aw a

w a




   

 
 

  
   


        

          
        



       
 

 

 أو

 
 

 

 

 

 

2 1

2 3

1 1
...

1

n

n

n

z a z az a

w z w a w a w a w a

z a

w a w z

  
    

    

 
  

   

 

(2)

 

 يكون  (1)وباستخدام  f (w)في  (2)وبضرب كلًا من طرفي المعادلة 

a 

C1 

C2 
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 
 

 

   

 

   

 

1 1

1

2

1

1
...

2 2

2

C C

n

nn

C

f w z a f w
f z dw dw

i w a i w a

z a f w
dw U

i w a

 






  

 


 



 



 

(3)

 

 حيث
 

1

1

2

n

n

C

f wz a
U dw

i w a w z

 
  

  
  

 باستخدام صيغة تكامل كوشي

 
 

 
1

!
, 0,1,2,...

2

n

n

C

f wn
f a dw n

i w a 
 


  

 تصبح (3)فإن 

      
 

 
2

...
2!

n

f a
f z f a f a z a z a U


        

limإذا أمكن أن نثبت الآن أن  0n
n

U


 فإننا نكون قد برهنا النتيجة المطلوبة، وللقيام ،
 بذلك نلاحظ

1
z a

w a



 


 

. وأيضاً لدينا 1Cتقع على  wثابت ما، لأن  حيث  f w M ،M ما. ثابت 
    1w z w a z a r z a         

 .إذن يكون لدينا1Cهو نصف قطر  1rحيث 
 

1

1

1

1

1

1 1
. .2

2 2

.

n n

n

C

n

n

f wz a M
U dw r

i w a w z r z a

Mr

r z a




 




 
  

    

 
 


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limونرى أن  0n
n

U


 .وهنا يتم البرهان 

 (:2مثال )
 حيث اعتبرنا التفرع الذي له القيمة صفر عندما  f (z) = ln(1 + z)ليكن  

z = 0. 
 .z = 0صورة متسلسلة تيلور حول  على f (z)) أ ( فك  
 )ب( حدد منطقة التقارب للمتسلسلة في ) أ (. 
1)ج( فك  

ln
1

z

z

 
 
 

 .z  =0على صورة متسلسلة تيلور حول  

 الحل:
 ) أ ( 

     

     

     

       

     
       

1

2

3

11 1

ln 1 , 0 0

1 , 0 1

1 , 0 1

1 2 1 , 0 2!

! 1 , 0 1 !
n nn n

f z z f

f z z f

f z z f

f z z f

f z n z f n







  

  

   

     

     

   

 

       
   2 3

2 3 4

0 0
ln 1 0 0 ...

2! 3!

...
2 3 4

f f
f z z f f z z z

z z z
z

 
      

    

 

 طريقة أخرى:
 فإن z| < 1|إذا كان 

2 31
1 ...

1
z z z

z
    


 



 نظرية المتبقي وحساب التكاملات والمتسلسلات –الفصل السابع 

 192 

 ينتج أن: zوبالتكامل من صفر إلى 

 
2 3 4

ln 1 ...
2 3 4

z z z
z z       

)ب( الحد النوني هو  
1

1
n n

n

z
U

n




 وباستخدام اختبار النسبة 

1lim lim .
1

n

n n
n

U nz
z

U n



 
 


 

ما  z| = 1|. يمكن إثبات أن المتسلسلة تقاربية لكل z| < 1|وبالتالي فالمتسلسلة تقاربية لكل 
 .z = -1عدا 

قطة قرب ننتج النتيجة المطلوبة أيضاً من حقيقة أن المتسلسلة تقاربية داخل دائرة تمتد إلى أ
 .f (z)للدالة  (z = -1)شاذة أي 

 يكون لدينا zبدلًا من  z–)ج( من الجزء ) أ (، بإحلال 

 
2 3 4

ln 1 ...
2 3 4

z z z
z z       

 
2 3 4

ln 1 ...
2 3 4

z z z
z z        

 ، بالطرح نحصل على:z| < 1|ن تقاربيتان لكل المتسلسلتا
3 5 2 1

0

1 2
ln 2 ...

1 3 5 2 1

n

n

z z z z
z

z n





  
      

    
  

 zما عدا  z| = 1|. يمكن أيضاً إثبات أن المتسلسلة تقاربية لكل z| < 1|والتي تتقارب لكل 

= 1. 
 مثال:

في متسلسلة تيلور حول   zsin) أ ( فك  
4

z


. 

 لمتسلسلة.)ب( حدد منطقة التقارب ل 
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 الحل:

 

 

 

1 2
sin , sin

4 4 22

1 2
cos , cos

4 4 22

2
sin ,

4 2

f z z f

f z z f

f z z f

 

 



 
    

 

 
     

 

 
     

 

 

وبالتالي، بما أن 
4

a


 :فإن 

      
 

 
2

2 3

2 3

...
2!

2 2 2 2
...

2 2 4 2.2! 4 2.3! 4

2 1 1
1 ... .

2 4 2! 4 3! 4

f a
f z f a f a z a z a

z z z

z z z

  

  


     

     
            

     

       
             

       

 

 طريقة أخرى:
ليكن 

4
u z


   أو

4
z u


  فيكون لدينا 

 

3 5 2 4

2

sin sin sin cos cos sin
4 4 4

2
sin cos

2

2
... 1 ...

2 3! 5! 2! 4!

2 1
1 ...

2 4 2! 4

z u u u

u u

u u u u
u

z z

  

 

 
    

 

 

    
         

    

     
         

     
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التي هي أقرب ما يمكن إلى   zsinالشاذة للدالة )ب( بما أن النقطة 
4

  تكون عند

 z| < |تحقق  zالمحدودة، أي لكل  zاللانهاية، فإن المتسلسلة تكون تقاربية لجميع قيم 
 ويمكن إثبات هذا باختبار النسبة.

 (: نظرية لورانت:4بند )
المنطقة الحلقية  تحليلية داخل وعلى حد f (z)إذا كانت  

 aومركزيهما عند  1C, 2Cالممدودة بدائرتين متحدتي المركز 
على الترتيب، فيكون لجميع  )1r, 2r) 2r>  1rونصف قطريهما 

z  فيR: 

   
 0 1

n n
n n

n n

a
f z a z a

z a

 


 

  


   

 حيث:
 

 
1

1

1
, 0,1,2,...

2
n n

C

f w dw
a n

i w a 
 


  

 

 
2

1

1
, 1,2,...

2
n n

C

f w dw
a n

i w a
  
 


  

 مثال:
لنقطة الشاذة المثبتة لكل من الدوال التالية ثم عين أوجد متسلسلة لورانت حول ا 

 نوع النقطة الشاذة في كل حالة ومنطقة التقارب لكل متسلسلة.

) أ ( 
 

2

3
, 1

1

ze
z

z



)ب(   

1
3 sin , 2

2
z z

z
 


 

)ج( 
3

sin
, 0

z z
z

z


  )د(

  
, 2

1 2

z
z

z z
 

 
 

o 

C2 

C1 

r1 

r2 
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)هـ( 
 

22

1
, 3

3
z

z z



 

 الحل:

) أ ( 
 

2

3
, 1

1

ze
z

z



 

 z = 1 + uفيكون  z – 1 = uليكن 
 

 

 

   

32 2 2 2 2
2

3 3 3 3

2 2
2

3 2

2
. 1 2 ...

2!1

2
4 ...

1 1

z u
u

ue e e e
e u

u u uz

e e
e

z z

   
      

   

   
 

 

z = 1 قطب 
 .z  1المتسلسلة تقاربية لجميع قيم 

)ب(  
1

3 sin , 2
2

z z
z

 


 

 فيكون  z = u- 2أو  z + 2 = uليكن 

     

   

3 5

2 3

2 3

1 1 1 1 1
3 sin 5 sin 5 ...

2 3! 5!

5 1 5
1 ...

3! 3!

5 1 5
1 ...

2 6 2 6 2

z u u
z u u u u

u u u

z z z

 
        

  

    

    
  

 

 z =- 2شاذة أساسية. نقطة 
 .z  -2المتسلسلة تقاربية لجميع قيم 
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)ج( 
3

sin
, 0

z z
z

z


 

3 5

3 3

3 5 2

3

sin 1
...

3! 5!

1 1
... ...

3! 5! 3! 5!

z z z z
z z

z z

z z z

z

    
      

   

 
      

 

 

z = 0 .نقطة شاذة قابلة للرفع 
  المتسلسلة تقاربية لجميع قيمz. 
)د( 

  
, 2

1 2

z
z

z z
 

 
 

 فيكون: z + 2 = uليكن 

  
 

   

2 3

2

2

2 1 2
. 1 ...

1 2 1

2
1 ...

2
1 2 2 ...

2

z u u
u u u

z z u u u

u u
u

z z
z

 
     

  

    

      


 

z = -2 .قطب من الرتبة الأولى أو قطب بسيط 
 .z + 2| < 1| > 0بحيث أن  zالمتسلسلة تقارية لجميع قيم 

)هـ( 
 

22

1
, 3

3
z

z z



 

 . من نظرية ذات الحدين نحصل علىz – 3 = uليكن 
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   

 
      

   

2 2 22 2
2

2 3

2

2

2

1 1 1

3 3
9 1

3

2 3 2 31
1 2 ...

9 3 2! 3 3! 3

1 2 1 4
...

9 27 27 243

1 2 1

27 3 279 3

z z u u u
u

uu u u

u

u
u u

zz

 
   

 
 

           
           

       

    

  


z = 3 .قطب من الرتبة الثانية 
 .z – 3} < 3| > 0بحيث  zع قيم المتسلسلة تقاربية لجمي

 (:5مثال )

فك الدالة   
  

1

1 3
f z

z z


 
 في صورة متسلسلة لورانت محققة في )أ( 

 z| > 3|)ب(   z| < 3| > 1) أ ( 
 z| < 1|)د(   z + 1| < 2| > 1)ج( 

 ) أ ( بالتحليل إلى كسور جزئية:

  
1 1 1 1 1

1 3 2 1 2 3z z z z
 

   
 

 نفإ z| > 1|إذا كان 

 

2 31 1 1
1 ...

2 3 6 3 9 27
6 1

3

z z z

zz

 
      

     
 

 

 .z| < 3, |z| > 1|وبالتالي فإن مفكوك لورانت المطلوب صحيح لكل من 
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  2 3

1 1 1 1 1
...

12 1 2 2 2
2 1

z z z z
z

z

    
  

 
 

 

 فإن: z| > 3|إذا كان 

  2 3

1 1 1 3 9
...

32 3 2 2 2
2 1

z z z z
z

z

    
  

 
 

 

ب ينتج المطلو  z| > 3, |z| > 1|وبالتالي فإن مفكوك لورانت المطلوب الصحيح لكل من 
 وهو

  2 3 4 5

1 4 13 40
...f z

z z z z
      

 فيكون: z + 1 = u)ج( ليكن 

    

 
   

2 3

2

1 1 1 1
1 ...

1 3 2 2 2 4 8
2 1

2

1 1 1 1
1 1 ...

2 1 4 8 16

u u u

uz z u u u
u

z z
z

 
       

       
 

      


 

 .u  0 ،0 < |z + 1| < 2, |u| < 2صحيحاً لـ 
 فإن: z| < 1|)د( إذا كان 

   
 

2
2 31 1 1 1

1 ... ...
2 1 2 1 2 2 2 2

z z
z z z

z z
         

 
 

 نجد من الجزء )أ( z| < 3|إذا كان 

 

2 31 1
...

2 3 6 17 34 162

z z z

z
    


 

نتج ي z| < 1|أي  z| < 3, |z| < 1|ورانت المطلوب الصحيح لكل من وبالتالي فإن مفكوك ل
 بالطرح وهو
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2 31 4 13 40
...

3 9 16 8!
z z z     

 وهذه هي متسلسلة تيلور.
 ملحوظة هامة:

بأي دائرة متحدة المركز  1C, 2Cفي برهان نظرية لورانت يمكننا أن نبدل الدائرتين  
ها في المفكوك يمكن كتابت na, n-aمعاملات . في هذه الحالة فإن ال1C, 2Cمعها وتقع بين 

 في صيغة واحدة.

 
 

 
1

1

1
, 0, 1, 2,...

2
n n

C

f w dw
a n

i w a 
   


  (I) 

 على الصورة f (z)( وكما نعلم أن مفكوك لورانت للدالة 2)
    

 0 1

n n
n n

n n

a
f z a z a

z a

 


 

  


   (II) 

الجزء      
2

0 1 2

0

...
n

n

n

a a z a a z a a z a




        يسمى بالجزء التحليلي

 a – zالمتسلسلة يتكون من الأسس السالبة للمقدار  لسلسلة لورانت. بينما باقي
وهو 

1

n

n

n

a z a








  يسمى بالجزء الرئيسي. إذا كان الجزء الرئيسي يساوي صفراً فإن

 متسلسلة لورانت تؤول إلى متسلسلة لورانت.

 (: تقسيم النقاط الشاذة:5بند )
 بفحص متسلسلة لورانت للدالة. وذلك f (z)من الممكن تقسيم النقاط الشاذة للدالة  

تحليلية على المنحنى  z( f(بحيث أن  2r  =0( 6-1ولهذا الغرض نفرض أن في شكل )
1C  وداخله ما عدا عند النقطةa=  z والتي هي نقطة شاذة معزولة. سنفرض فيما يلي أن 

 النقاط الشاذة معزولة ما لم ينص على غير ذلك.
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 الأقطاب: -1
ود والتي فيها الجزء الرئيسي له فقط عدد محد  (II)الصورة  لها f (z)إذا كانت 

 من الحدود ويعطى بالآتي:

   
1 2

2
... n

n

a a a

z a z a z a

    
  

 

يسمى قطباً  aفإن  n  =1. إذا كانت nيسمى قطباً من الرتبة  a=  zفإن   n-a 0حيث 
 بسيطاً.

فإن  a=  zقطباً عند  z( f(إذا كانت للدالة  lim
z a

f z


 . 

 النقاط الشاذة القابلة للرفع )الإزالة(: -2
ولكن  a=  zدالة وحيدة القيمة وغير معزولة عند  z( f(إذا كانت   lim

z a
f z


 

 يسي.تسمى نقطة شاذة قابلة للرفع، وفي هذه الحالة ينعدم الجزء الرئ z = aموجودة، فإن 
 مثال:

إذا كان   
sin z

f z
z

  0فتكون=  z  0(نقطة شاذة قابلة للرفع لأن( f  غير

معرفة ولكن 
0

sin
lim 1
z

z

z
  تعرف 

0

sin
0 lim 1

z

z
f

z
  لاحظ في هذه الحالة أن 

3 5 7 2 4 6sin 1
... 1 ...

3! 5! 7! 3! 5! 7!

z z z z z z z
z

z z

 
          

 
 

 نقاط شاذة أساسية: -3
ست قطباً لأو نقطة وحيدة القيمة فتسمى أي نقطة شاذة والتي لي f (z)إذا كانت  

فإن  f (z)نقطة شاذة أساسية للدالة  z = aشاذة قابلة للرفع بنقطة شاذة أساسية. إذا كانت 
 الجزء الرئيسي لمفكوك لورانت يكون له عدد لا نهائي من الحدود.

 مثال:
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بما أن  
1

2 3

1 1 1
1 ...

2! 3!
ze

z z z
      0فتكون=  z .نقطة شاذة أساسية 

 نقاط التفرع: -4
إذا كانت تفرعات  z( f(بأنها نقطة تفرع للدالة متعددة القيم  0z=  zنقطة ما  تسمى 

)z( f  0تتلاقى عندz. 
حليلية ل التبما أن كلًا من تفرعات دالة متعددة القيم يكون تحليلياً، فإن جميع النظريات للدوا

 يمكن تطبيقها، وعلى وجه الخصوص نظرية تيلور.
 مثال:

تفرع الدالة   
1

2f z z  1عندما  1الذي له القيمة=  z له متسلسلة تيلور على ،
الصورة    

2

0 1 21 1 ...a a z a z      1ونصف قطر التقارب= R المسافة من .=  z

 .z = 0إلى أقرب نقطة شاذة، أي نقطة التفرع  1
 النقاط الشاذة عند اللانهاية:

1بوضع  
z

w
  في)z( f  فنحصل على الدالة 

1
f f w

w

 
 

 
. إذن فنوع 

للدالة  )النقطة عند اللانهاية( يعرف بأن نفس نوع النقطة الشاذة z = النقطة الشاذة عند 
f (w)  عندw = 0. 
 مثال:

الدالة    3f z z  لها قطب من النقطة الثالثة=  z  لأن

  3

1 1
f w f

w w

 
  

 
 . w  =0لها قطب من النقطة الثالثة عند  

بالمثل   zf z e  لها نقطة شاذة أساسية عند=  z  لن 
1

f w f
w

 
  

 
لها نقطة  

 .w = 0شاذة أساسية عند 
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 (: الدوال الشاملة الميرومورفية:6بند )
ة في المسوى المحدود )أي عند أي تسمى الدوال التي تكون تحليلية عند أي نقط 

 ( بالدالة الشاملة.نقطة ما عدا 
sin,الدوال  ,cosze z z  هي دوال شاملة يمكن تمثيل الدالة بمتسلسلة تيلور التي نصف

قطرها لا نهائي، وعلى العكس إذا كانت متسلسلة قوى لها نصف قطر تقارب لا نهائي، 
د لمحدو مى الدالة التي تكون تحليلية عند أي نقطة في المستوى افإنها تمثل دالة شاملة. وتس

 ما عدا عدد محدود من الأقطاب بالدالة الميرومورفية.
 مثال:

الدالة  
  

2
1 3

z

z z 
تحليلية عند أي نقطة في المستوى المحدود ما عدا عند  

 رومورفية.( هي دالة مي)قطب من الرتبة الثانية z = -3)قطب بسيط(،  z = 1القطبين 
 

 


