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 بسم الله الرحمن الرحيم

 

 انذوال انخــاصت
 (انفيزياء –انكيمياء  –انرياضياث )انفرقت انثانثت  –كهيت انتربيت 

 انمحاضرة انتاسعت وانعاشرة

 دانت شيبـــشيف 

 

هذي حمذان مرداش . د  

                           2020  
 

 دالة شيبشيف



Chebyshev Polynomials  )book page 71) 

 انتفاضهيت حم انمعادنت  

1 − 𝑥2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 − 𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑛2 𝑦 = 0 

 .يسًي كثيرات انحذود شيثشيف

 كثيرات انحذود شيثشيف يٍ انُىع الأول𝑇𝑛 

𝑇𝑛 = 𝑦 = cos (𝑛 cos−1 𝑥)          ( تحفظ)  

 كثيرات انحذود شيثشيف يٍ انُىع انثاَي𝑈𝑛 

𝑈𝑛 = 𝑦 = sin  (𝑛 cos−1 𝑥)          ( تحفظ)          

 
 2 دالة شيبشيف



   الاثبات غير مطلوب:  ملحوظة

 :تذكر انذوال انمثهثيت الاتيت

cos 2𝜃 = 2 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 − 1 = 1 − 2 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 

Sin 2𝜃  = 2 sin 𝜃 cos 𝜃 

 cos 𝑥 + 𝑦 = cos 𝑥 cos 𝑦 − sin 𝑥 sin 𝑦 

 sin 𝑥 + 𝑦 = s𝑖𝑛 𝑥 cos 𝑦 + cos 𝑥 sin 𝑦 

 3 دالة شيبشيف



Chebyshev Polynomials 
𝑇𝑛 = 𝑦 = cos (𝑛 cos−1 𝑥)   

      :كالأتي   nلايجاد قيم دوال شيبشيف من النوع الأول نقوم بالتعويض عن قيم 
𝜽) بفرض أن) = cos−1 𝑥 ,   x = cos θ    ( لاحظ ان أي𝑇𝑛  تكون بدلالة

   cos θ  ثم تحول بدلالةx) 

n = 0, 𝑇0  𝑥  = cos 0 = 1  

n = 1, 𝑇1 = cos cos−1 𝑥  =   𝑥  

n =  2, 𝑇2 = cos  2θ =  2 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 − 1 = 2 𝑥2 − 1 

n =  3,       𝑇3= cos  3θ  

=   cos (2θ + θ) = cos  2θ cos θ −  sin  2θ sin  θ    

=  (2 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 − 1) cos  𝜃 −  (2cos  θ sin  θ) 𝑠𝑖n θ   

= 2𝑐𝑜𝑠3 𝜃 − cos 𝜃 − 2 cos 𝜃 𝑠𝑖𝑛2 𝜃  

= 2𝑐𝑜𝑠3 𝜃 − cos 𝜃 − 2 cos 𝜃 (1 − 𝑐𝑜𝑠2 𝜃)   

= 4 𝑐𝑜𝑠3 𝜃 − 3 cos 𝜃 = 4 𝑥3 − 3 𝑥. 
 4 دالة شيبشيف



n =  4, 𝑇4 = cos  4θ =  2 𝑐𝑜𝑠2 2𝜃 − 1 = 2 2𝑥2 − 1 2  − 1

= 8𝑥4  − 8𝑥2 + 1  

,𝑇5وهكزا يًكٍ انحصىل ػهي  𝑇6, 𝑇7, … . 

   nلايجاد قيم دوال شيبشيف من النوع الثاني نقوم بالتعويض عن قيم 

𝜽)       بفرض أن)      :كالأتي = cos−1 𝑥 ,   𝑥 = cos θ 

 (xثم تحول بدلالة  θ sinتكون بدلالة  𝑈𝑛لاحظ أن اي )
 

 𝑈𝑛كثيرات انحذود شيثشيف يٍ انُىع انثاَي 

𝑈𝑛 = 𝑦 = sin  (𝑛 cos−1 𝑥) 

 5 دالة شيبشيف



n = 0, 𝑈0  𝑥  = sin 0 = 0  

n = 1, 𝑈1 = Sin cos−1 𝑥  =  sin 𝜃 = 1 − 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 = 1 − 𝑥2   

n =  2, 𝑈2 = sin  2θ = 2 sin 𝜃 cos 𝜃 = 2 𝑥  1 − 𝑥2 

n =  3, 𝑈3 = sin  3θ =  sin (2θ+ θ) = sin 2θ cos θ + cos 2θ sin θ  

= 2 sin 𝜃 cos 𝜃  cos θ + (2 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 − 1) sin  𝜃   

= 2 sin θ 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 + 2 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 sin  𝜃 - sin  𝜃 

=  4 sin θ 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 - sin  𝜃 

=  4 sin θ (1 − 𝑠𝑖𝑛2 𝜃 ) - sin  𝜃 

=  3 sin θ –  4 𝑠𝑖𝑛3 𝜃  

= sin θ (3 –  4 𝑠𝑖𝑛2 𝜃)   

 = 1 − 𝑥2 (4 𝑥2 − 1)   

 6 دالة شيبشيف



n 𝑇𝑛 𝑈𝑛 
0 1 1  

1 X 1 − 𝑥2 

2 2𝑥2 -1   2x 1 − 𝑥2 

3 4𝑥3  − 3 x   1 − 𝑥2 (4 𝑥2 − 1)  

حيث يمكن أستنتاج أي قيمة .  وليس للحفظهذا الجدول للتوضيح 
 .كما سبق بتوضيح بعض الأمثلة

 7 دالة شيبشيف



n =  4, 𝑇4 = cos  4θ =  2 𝑐𝑜𝑠2 2𝜃 − 1 = 2 2𝑥2 − 1 2  − 1

= 8𝑥4  − 8𝑥2 + 1  

,𝑇5وهكزا يًكٍ انحصىل ػهي  𝑇6, 𝑇7, … 

 

 𝑈𝑛كثيرات انحذود شيثشيف يٍ انُىع انثاَي 

𝑈𝑛 = 𝑦 = sin  (𝑛 cos−1 𝑥) 

n = 0, 𝑈0  𝑥  = sin 0 = 0  

n = 1, 𝑈1 = Sin cos−1 𝑥  =  sin 𝜃 = 1 − 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 = 1 − 𝑥2   

n =  2, 𝑈2 = sin  2θ = 2 sin 𝜃 cos 𝜃 = 2 𝑥  1 − 𝑥2 

n =  3, 𝑈3 = sin  3θ =  sin (2θ+ θ) = sin 2θ cos θ + cos 2θ sin θ  

= 2 sin 𝜃 cos 𝜃          

   nلايجاد قيم دوال شيبشيف من النوع الثاني نقوم بالتعويض عن قيم 

𝜽)       بفرض أن)      :كالأتي = cos−1 𝑥 ,   𝑥 = cos θ 

 8 دالة شيبشيف



 9 دالة شيبشيف

 

قيى دانة شيثشيف يٍ انُىع الأول ورنك يٍ خلال   نهحصىل ػهيطريقت أخري 

  (يٍ انسهم جذا حفظه)انًحذد الأتي 
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For n = 1      𝑇1 𝑥 = 𝑥 
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 12 دالة شيبشيف

The generating function of 𝑇𝑛 𝑥   is    
𝟏−𝟐𝒛

𝟏 −𝟐𝒙 𝒛+ 𝒛𝟐
 

Keep it, the proof for reading 
 

 xدالة شيبشيف دالة في متغير واحد :  لاحظ أن
 (  x, z)أما الدالة المولدة لدالة شيبشيف فهي دالة في متغريين 



 13 دالة شيبشيف

Orthogonality of  𝑻𝒏 𝒙  

1.  
𝑻𝒏𝑻𝒎 𝒅𝒙

𝟏− 𝒙𝟐
= 𝟎,          𝒊𝒇 𝒎 ≠ 𝒏

𝟏

−𝟏
 

2.  
𝑻𝒏𝑻𝒎 𝒅𝒙

𝟏− 𝒙𝟐
=

𝝅

𝟐
,          𝒊𝒇 𝒎 = 𝒏 ≠ 𝟎

𝟏

−𝟏
 

3.  
𝑻𝒏𝑻𝒎 𝒅𝒙

𝟏− 𝒙𝟐
= 𝝅,          𝒊𝒇 𝒎 =  𝒏

𝟏

−𝟏
= 𝟎 

 الاثباث سهم جذا واضح في انكتاب نشعبت انرياضياث 

 

  



 14 دالة شيبشيف

Examples for orthogonality of  𝑻𝒏 𝒙  

1.  
𝑻𝟑𝑻𝟐 𝒅𝒙

𝟏− 𝒙𝟐
= 𝟎, 

𝟏

−𝟏
 

2.  
𝑻𝟕𝑻𝟏𝟏 𝒅𝒙

𝟏− 𝒙𝟐
= 𝟎, 

𝟏

−𝟏
 

3.  
𝑻𝟐𝑻𝟐 𝒅𝒙

𝟏− 𝒙𝟐
=

𝝅

𝟐
, 

𝟏

−𝟏
 

4.  
𝑻𝟎𝑻𝟎 𝒅𝒙

𝟏− 𝒙𝟐
= 𝝅,         

𝟏

−𝟏
  



 15 دالة شيبشيف

Orthogonality of  𝑼𝒏 𝒙  

1.  
𝑼𝒏𝑼𝒎 𝒅𝒙

𝟏− 𝒙𝟐
= 𝟎,          𝒊𝒇 𝒎 ≠ 𝒏

𝟏

−𝟏
 

2.  
𝑼𝒏𝑼𝒎 𝒅𝒙

𝟏− 𝒙𝟐
=

𝝅

𝟐
,          𝒊𝒇 𝒎 = 𝒏 ≠ 𝟎

𝟏

−𝟏
 

3.  
𝑼𝒏𝑼𝒎 𝒅𝒙

𝟏− 𝒙𝟐
= 𝟎,          𝒊𝒇 𝒎 =  𝒏

𝟏

−𝟏
= 𝟎 

 أيضا سهم جذا واضح في انكتاب نشعبت انرياضياث   الاثباث

 

  



 16 دالة شيبشيف

Recurrence Relations 

 

1. 𝑻𝒏+𝟏 + 𝑻𝒏−𝟏 = 𝟐𝒙𝑻𝒏 

2. 𝟏 − 𝒙𝟐 𝑻′𝒏 = 𝒏 𝑻𝒏−𝟏 − 𝒏𝒙 𝑻𝒏 

3. 𝑼𝒏+𝟏 + 𝑼𝒏−𝟏 = 𝟐𝒙 𝑼𝒏  

4. 𝟏 − 𝒙𝟐 𝑼′
𝒏 = 𝒏 𝒙 𝑼𝒏 − 𝒏 𝑼𝒏−𝟏 

 



 17 دالة شيبشيف

1. 𝑻𝒏+𝟏 + 𝑻𝒏−𝟏 = 𝟐𝒙𝑻𝒏 

Proof 

𝑻𝒏 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔(𝒏 cos−𝟏 𝒙) 

𝜽 =  cos−𝟏 𝒙 , cos 𝜽 = 𝒙 

𝑻𝒏 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔(𝒏 𝜽) 

𝑻𝒏+𝟏 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔 𝒏 + 𝟏 𝜽  

= 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽 𝒄𝒐𝒔𝜽 − 𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽 𝒔𝒊𝒏 𝜽 

𝑻𝒏−𝟏 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔 𝒏 − 𝟏 𝜽  

= 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽 𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽 𝒔𝒊𝒏𝜽 

∴  𝑻𝒏+𝟏 + 𝑻𝒏−𝟏 = 𝟐𝒄𝒐𝒔𝜽 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽  = 𝟐𝒙𝑻𝒏.   

 



 18 دالة شيبشيف

2. 𝟏 − 𝒙𝟐 𝑻′𝒏 = 𝒏 𝑻𝒏−𝟏 − 𝒏𝒙 𝑻𝒏 

𝑻𝒏 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔(𝒏 cos−𝟏 𝒙) 
𝑻𝒏 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽  

𝑻′𝒏 𝒙 =  
𝒏 𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽

𝟏 − 𝒙𝟐
 

𝟏 − 𝒙𝟐 𝑻′𝒏 𝒙 =  𝒏 𝒔𝒊𝒏 𝐧𝛉 

𝟏 − 𝒙𝟐  بانضرب في 

𝟏 − 𝒙𝟐 𝑻′𝒏  = n 𝟏 − 𝒙𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝐧𝛉 

𝟏 − 𝒙𝟐 𝑻′𝒏  = n 𝐬𝐢𝐧𝛉 𝒔𝒊𝒏 𝐧𝛉 

                        = 𝒏 𝑻𝒏−𝟏 − 𝒏𝒙 𝑻𝒏 

 

; 𝑻𝒏−𝟏 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔 𝒏 − 𝟏 𝜽  = 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝜽 𝒄𝒐𝒔𝜽 + 𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽 𝒔𝒊𝒏𝜽 

 = 𝒙 𝑻𝒏 + 𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽 𝒔𝒊𝒏𝜽 

𝒔𝒊𝒏 𝒏𝜽 𝒔𝒊𝒏𝜽 = 𝑻𝒏−𝟏  − 𝒙 𝑻𝒏 



 19 دالة شيبشيف

 ونكٍ (2) طريقة تُفس (4)و (1) طريقة تُفس (3) لاثثات تانُسثة

 .انثاَي انُىع تاستخذاو

 .دانة شيثشيف تؼتثر أسهم انذوال يٍ حيث انؼلاقات والاثثات وانًسائم

 

 .  يطهىب يٍ جًيغ انشؼة الأيثهة انًحهىنة فقظ

يىجذ انكثير يٍ انذوال انخاصة يثم انذانة انفىق زائذية وانذانة 

ونكٍ كًا هى واضح نكى فاٌ طريقة انتؼايم . انهرييتية وغيرها انكثير

 .  يغ انذوال انخاصة لا تختهف كثيراً ػٍ تؼضها



 20 دالة شيبشيف

وأتمني لكم جميعاً دوام  . نلتقي بيكم علي خير
 .الصحة والعافية  

 عام وانتم بخير    كل
 سالمين  ودمتم

 مع أطيب الرجاء بالنجاح والتوفيق  


