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بيسل تحل المعادلة التفاضلية وهيدالة

𝑥2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑥2 − 𝑛2 𝑦 = 0 (1)

السابقة نفرض المعادلةلحل

𝑦 = σ𝑟=0
∞ 𝑎𝑟 𝑥

𝑘+𝑟

ثم ( 1)لة دمرتين والتعويض في المعا xلبالنسبةبالتفاضل

دالة بيسل وهي دالة في متغير 𝐽𝑛مقارنة الحدود نحصل علي 

xواحد 

𝐽𝑛 𝑥 = σ𝑟=0
∞ (−1)𝑟

Γ 𝑟+1 Γ(𝑛+𝑟+1)
(
𝑥

2
)𝑛+2𝑟 (*)

𝐽−𝑛 𝑥 = σ𝑟=0
∞ (−1)𝑟

Γ 𝑟+1 Γ(−𝑛+𝑟+1)
(
𝑥

2
)−𝑛+2𝑟
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رياضيات ولكن بالنسبة لقسم الللامتحانمطلوبغيرللاثباتبالنسبة:ملحوظة
.)*(ويلزم حفظ الصورة الأخيرة . يجب فكه وفهمه جيدا( تربية –علوم )

𝐽𝑛بيسلدالةكتابةيمكن (x)   او𝐽𝑛فقط  .

Recurrence Relations: (العلاقات التكرارية)
(.بالاثباتالشعبجميعمنمطلوبةمهمة)

1.
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥𝑛𝐽𝑛 ) = 𝑥𝑛𝐽𝑛−1 .

2.
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥−𝑛𝐽𝑛 ) = −𝑥−𝑛𝐽𝑛−1.

3. 𝑥𝐽𝑛
′ = 𝑥𝐽𝑛−1 − 𝑛𝐽𝑛.

4. 𝑥𝐽𝑛
′ = 𝑛𝐽𝑛 − 𝑥𝐽𝑛−1.

5. 𝐽𝑛
′ =

1

2
(𝐽𝑛−1−𝐽𝑛+1).

6. 2n 𝐽𝑛 = x (𝐽𝑛+1 +  𝐽𝑛−1)
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1.
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥𝑛𝐽𝑛 ) = 𝑥𝑛𝐽𝑛−1

Proof

𝑥𝑛ثم بالضرب 𝐽𝑛بيسلدالةنكتب

𝐽𝑛 = ෍

𝑟=0

∞
(−1)𝑟

Γ 𝑟 + 1 Γ(𝑛 + 𝑟 + 1)
(
𝑥

2
)𝑛+2𝑟

𝑥𝑛𝐽𝑛 = ෍

𝑟=0

∞
(−1)𝑟𝑥𝑛

Γ 𝑟 + 1 Γ(𝑛 + 𝑟 + 1)
(
𝑥

2
)𝑛+2𝑟

xثم  نفاضل بالنسبة ل xنجمع الأسس الخاصة ب 

𝑥𝑛𝐽𝑛 = σ𝑟=0
∞ (−1)𝑟

Γ 𝑟+1 Γ 𝑛+𝑟+1 2𝑛+2𝑟
𝑥2𝑛+2𝑟

𝑑

𝑑𝑥
𝑥𝑛𝐽𝑛 = σ𝑟=0

∞ (−1)𝑟 2𝑛+2𝑟

Γ 𝑟+1 Γ 𝑛+𝑟+1 2𝑛+2𝑟
𝑥2𝑛+2𝑟 −1

= σ𝑟=0
∞ (−1)𝑟 (𝑛+𝑟)

Γ 𝑟+1 Γ 𝑛+𝑟+1 2𝑛+2𝑟−1
𝑥2𝑛+2𝑟 −1

= 𝑥𝑛 σ𝑟=0
∞ (−1)𝑟 (𝑛+𝑟)

Γ 𝑟+1 Γ 𝑛+𝑟+1
(
𝑥

2
)𝑛+2𝑟−1,

Γ 𝑛+𝑟+1

(𝑛+𝑟)
= Γ 𝑛 + 𝑟

= 𝑥𝑛 σ𝑟=0
∞ (−1)𝑟

Γ 𝑟+1 Γ 𝑛+𝑟
(
𝑥

2
)𝑛+2𝑟−1= 𝑥𝑛𝐽𝑛−1.
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2. 
𝒅

𝒅𝒙
(𝒙−𝒏𝑱𝒏 ) = −𝒙−𝒏𝑱𝒏−𝟏.

 nبدلا من  n–مع الاخذ في الاعتبار ( 1)رقمبرهانمثل

دالة بيسل

3. 𝒙𝑱𝒏
′ = 𝒙𝑱𝒏−𝟏 − 𝒏𝑱𝒏.
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥𝑛𝐽𝑛 ) = 𝑥𝑛𝐽𝑛−1             باستخدام العلاقة الاولي

علي الطرف الأول نحصل علي التفاضلبتطبيق

𝑥𝑛 𝐽𝑛
′ + 𝑛 𝑥𝑛−1𝐽𝑛 = 𝑥𝑛𝐽𝑛−1

𝑥𝑛−1عليبالقسمة

𝑥𝐽𝑛
′ + 𝑛 𝐽𝑛 = 𝑥 𝐽𝑛−1

Or 𝑥𝐽𝑛
′ = 𝑥 𝐽𝑛−1 - 𝑛 𝐽𝑛
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4. 𝒙𝑱𝒏
′ = 𝒏𝑱𝒏 − 𝒙𝑱𝒏−𝟏.

 nبدلا من  n–مع الاخذ في الاعتبار (3)مثل برهان رقم 

(5)نحصل علي العلاقة (4)و(3)بجمع •

(6)نحصل علي (4)من (3)بطرح•

5. 𝑱𝒏
′ =

𝟏

𝟐
(𝑱𝒏−𝟏−𝑱𝒏+𝟏).

6. 2n 𝑱𝒏 = 𝐱 (𝑱𝒏+𝟏 +  𝑱𝒏−𝟏)
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Generation Function for 𝑱𝒏 = 𝒆
𝒙

𝟐
(𝒛 −

𝟏

𝒛
)

Keep it is important but the proof for reading.  
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Worked out Problems

𝟏. 𝑱𝒏 (-x) = (−𝟏)𝒏𝑱𝒏 (x)
Solution:

𝑱𝒏 (x) = ෍

𝑟=0

∞
(−1)𝑟

Γ 𝑟 + 1 Γ(𝑛 + 𝑟 + 1)
(
𝑥

2
)𝑛+2𝑟

xبدلاً من   x–بوضع 

𝑱𝒏 (-x) = ෍

𝑟=0

∞
(−1)𝑟

Γ 𝑟 + 1 Γ(𝑛 + 𝑟 + 1)
(
−𝑥

2
)𝑛+2𝑟

= (−1)𝑛 σ𝑟=0
∞ (−1)𝑟

𝛤 𝑟+1 𝛤(𝑛+𝑟+1)
(
𝑥

2
)𝑛+2𝑟

= (−1)𝑛 𝐽𝑛 (x)
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Find 𝑱𝟎, 𝑱𝟏

𝑱𝒏(x) = ෍

𝑟=0

∞
(−1)𝑟

Γ 𝑟 + 1 Γ(𝑛 + 𝑟 + 1)
(
𝑥

2
)𝑛+2𝑟

nعنبالتعويض = 1ابتداءأً من الصفر ثم  rفك المجموع يعني التعويض عن )r.ثم بفك المجموع علي 0

(وهكذا 2ثم 

𝑱𝟎)x) = σ𝑟=0
∞ (−1)𝑟

Γ 𝑟+1 Γ( 𝑟+1)
(
𝑥

2
) 2𝑟

=
(−1)0

Γ 0+1 Γ( 0+1)
(
𝑥

2
) 0 + 

(−1)1

Γ 1+1 Γ( 1+1)
(
𝑥

2
) 2+

(−1)2

Γ 2+1 Γ( 2+1)
(
𝑥

2
) 4+ … .

=   1 - (
𝑥

2
) 2 + 

1

Γ3Γ( 3)
(
𝑥

2
) 4 - ………

=   1 - (
𝑥

2
) 2 + 

1

2!
(
𝑥

2
) 4 - ………

So, 𝑱𝟎)0) = 1 , 𝑱𝟎)1) = 1 - (
1

2
) 2 + 

1

2!
(
1

2
) 4 - ………, ………
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𝑱𝟏(x)  = σ𝑟=0
∞ (−1)𝑟

Γ 𝑟+1 Γ( 𝑟+2)
(
𝑥

2
) 2𝑟+1

=
(−1)0

Γ 0+1 Γ( 0+2)
(
𝑥

2
) 1 + 

(−1)1

Γ 1+1 Γ( 1+2)
(
𝑥

2
) 3+

(−1)2

Γ 2+1 Γ( 2+2)
(
𝑥

2
) 5+ . . .

= 
𝑥

2
-
1

2!
(
𝑥

2
) 3 + 

1

2! 3!
(
𝑥

2
) 5 - … .

So,   𝑱𝟏(0)  = 0, 𝑱𝟏(1)  = = 
1

2
-
1

2!
(
1

2
) 3 + 

1

2! 3!
(
1

2
) 5 - … .  

,𝑱𝟐لبالنسبة 𝑱𝟑, 𝑱𝟒 , لاقاتالعأستخداميفضلولكنالطريقةبنفسحسابهايمكن.…

,𝑱𝟎بدلالةعليهموالحصولالتكرارية 𝑱𝟏(6)رقمالتكراريةالعلاقةباستخداموذلك

2n 𝐽𝑛 = x (𝐽𝑛+1 +  𝐽𝑛−1)
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n = 1عند 

2n 𝐽𝑛 = x (𝐽𝑛+1 +  𝐽𝑛−1)

علينحصل

2 𝐽1 = x (𝐽2 +  𝐽0)

𝐽2 = 
2

𝑥
𝐽1 - 𝐽0

n = 2عند 

2 𝐽2 = x (𝐽3 +  𝐽1)

2 (
2

𝑥
𝐽1 - 𝐽0) = x (𝐽3 +  𝐽1)

𝐽3 = 
8− 𝑥2

𝑥2
𝐽1 -

4

𝑥
𝐽0

.وهكذا𝐽4نحصل علي  n = 3د و عن
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𝑱𝟏
𝟐
=

𝟐

𝝅𝒙
𝐬𝐢𝐧 𝒙

𝑛الاثبات بنفس الطريقة السابقة بالتعويض عن =
1

2
في دالة بيسل نحصل علي 

𝑱𝟏
𝟐
= ෍

𝑟=0

∞
(−1)𝑟

Γ 𝑟 + 1 Γ(𝑟 +
3
2)
(
𝑥

2
)𝑛+2𝑟

= 
𝟐

𝝅𝒙
(𝑥 −

𝑥3

2.3
+

𝑥5

5!
−

𝑥7

7!
+ … )

=
𝟐

𝝅𝒙
𝐬𝐢𝐧 𝒙



دالة بيسل 14

By the same way  𝑱−𝟏
𝟐

=
𝟐

𝝅𝒙
𝒄𝒐𝒔 𝒙

𝑱−𝟏هنحتاج نحفظ صيغة : ملحوظة
𝟐

𝑱𝟏و 
𝟐

لاستخدامها في حلول باقي 

.المسائل

𝑱𝟓لبالنسبة
𝟐

, 𝑱−𝟓
𝟐

𝑱𝟑
𝟐

, 𝑱−𝟑
𝟐

يةالتكرارالعلاقاتأستخداميفضلولكنالطريقةبنفسحسابهايمكن

𝑱𝟏بدلالةعليهموالحصول
𝟐

, 𝑱−𝟏
𝟐

(6)رقمالتكراريةالعلاقةباستخداموذلك

2n 𝐽𝑛 = x (𝐽𝑛+1 +  𝐽𝑛−1)
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n = 1/2عند 

2n 𝐽𝑛 = x (𝐽𝑛+1 +  𝐽𝑛−1)

نحصل علي 

𝐽1/2 = x (𝐽3/2 +  𝐽−1/2)

𝐽3/2 = 
1

𝑥
𝐽1/2 - 𝐽−1/2 = 

1

𝑥

𝟐

𝝅𝒙
𝐬𝐢𝐧 𝒙 -

𝟐

𝝅𝒙
𝒄𝒐𝒔 𝒙

n = 3/2عند 

3 𝐽3/2 = x (𝐽5/2 +  𝐽1/2)

𝐽5/2 = 
3

𝑥
𝐽3/2 - 𝐽1/2 = 

3

𝑥
(
1

𝑥

𝟐

𝝅𝒙
𝐬𝐢𝐧 𝒙 -

𝟐

𝝅𝒙
𝒄𝒐𝒔 𝒙)  -

𝟐

𝝅𝒙
𝐬𝐢𝐧 𝒙

= 
𝟐

𝝅𝒙
[(
3 − 𝑥2

𝑥2
) sin x -

3

𝑥
cos x]



–يمياءالك)متخصصةالغيرللشعببالنسبةالأعزاءطلابي

.(10)رقممثالالي(1)رقممثالمنمنكممطلوب(الفيزياء

كلية–ومالعلكلية)رياضياتالمتخصصينللطلاببالنسبةأما

.اتسابالوجروبعفيهاونتناقشالأمثلةباقيهنكمل(التربية

حلالشعبجميعمنمطلوبمحلولةالغيرللتمارينوبالنسبة

,Page(42متعددمنأخترفيتمارين18أول 43, 44).

page)خطأأوصحوسؤال 49).
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شكراً لكم  
توفيق  مع أمنياتي  بالنجاح وال

.كونوا متفائلين

ودمتم سالمين


