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 بسم الله الرحمن الرحيم

 

 انذوال انخاصت

 قسى انرياضياث  –انفرقت انرابعت  –كهيت انعهىو 

 انًحاضرة انسابعت وانثايُت

لاجُذردانت   
 

هذي حًذاٌ يرداش . د  

                           2020  
 

 دالة لاجندر



Legendre's Functions 

 تحم انمعادنة انتفاظهية وهيدانة لاجىدر 

(1 − 𝑥2) 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 2𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑛(𝑛 + 1) 𝑦 = 0      (1) 

 نحم معادنة لاجىدر وفزض 

𝑦 =   𝑎𝑟 𝑥
𝑘−𝑟 ∞

𝑟=0   

معادنة مزتيه وانتعىيط في   xبانتفاظم بانىسبة ل 

 انحدود وحصم عهي مقاروة لاجىدر ثم 

 2 دالة لاجندر



 دالة لاجندر 3

 دانت لاجُذر يٍ انُىع الأول

𝑃𝑛 𝑥 =  
1.3.5…(2𝑛 −1)

𝑛!
(𝑥𝑛  −  

𝑛 𝑛 −1

2 2𝑛−1
𝑥𝑛−2

+ 
𝑛 𝑛−1 𝑛 −2 𝑛 −3  

2.4(2𝑛−1)(2𝑛−3)
𝑥𝑛−4 − …) 

 انثاَي انُىع يٍ لاجُذر دانت

𝑄𝑛 𝑥 =  
𝑛! 

1.3.5… 2𝑛+1
(𝑥−𝑛+1 + 

(𝑛+1) 𝑛+2

2 2𝑛+3
𝑥−𝑛−3

+
𝑛+1 𝑛+2 𝑛+3 (𝑛+4) 

2.4(2𝑛+3)(2𝑛+5)
𝑥𝑛−5 − …) 



Rodrigue’s Formla 

 صيغت رودريجىس

𝑃𝑛 𝑥 =  
1

2𝑛𝑛!
 
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝑥2−1)𝑛  

(تحفع)هي صيغت نذانت لاجُذر وهي انصيغت الأشهر والأكثر أستخذاياَ       

.يًكٍ بسهىنت أثباث أَها تحقق يعادنت لاجُذر  

(نهقراءة وانفهى فقط: )الاثباث   

سىف يتى انتعايم يع انُىع الأول نهجُذر يٍ خلال صيغت : يهحىظت

.كًا أَه سيتى انتعايم يع انُىع الأول فقط.  رودريجىس  
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 وبدأ وزكز

 

To find 𝑃𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2,… . 

𝑃𝑛 𝑥 =  
1

2𝑛𝑛!
 
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝑥2−1)𝑛  

𝑃0 𝑥 =  
1

200!
 
𝑑0

𝑑𝑥0
(𝑥2−1)0 = 1

𝑃1 𝑥 =  
1

211!
 
𝑑1

𝑑𝑥1
(𝑥2−1)1 = 

1

2
 2𝑥    = 𝑥  

 

 

 𝑃2 𝑥 =  
1

222!
 
𝑑2

𝑑𝑥2
(𝑥2−1)2 = 

1

8

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑥4  − 2𝑥2 + 1  

=
1

8

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 (4𝑥3  − 4𝑥) = 

1

8
12 𝑥2  − 4 =  

1

2
(3𝑥2  − 1) 
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 6 دالة لاجندر

 وهكذا يمكه حساب 

 ويمكه أيعاً حساب حدود كثيزات انحدود مه 

 :كالأتي

1 =  𝑃0,  𝑥 =  𝑃1,   

𝑥2 = 
2𝑃2+𝑃0

3
; 𝑃2 = 

3 𝑥2 −𝑃0

3
 

𝑃3, 𝑃4, 𝑃5, … . . 

𝑃3, 𝑃4, 𝑃5, … . . 

n 𝑃𝑛 𝒙𝒏 

0 1 𝑃0 

1 𝑥 𝑃1 

2 1

2
(3𝑥2  − 1) 

2𝑃2 + 𝑃0
3

 

3 1

2
𝑥 5𝑥2  − 3  

2𝑃2 + 𝑃0
3

 

4 1

8
(35 𝑥4  − 30𝑥2 + 3) 

8𝑃4 + 20𝑃2 + 7𝑃0
35

 

 الجدول للتوضيح وليس للحفظ يمكن أستناج أي قيمة بداخله 
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Generation Function 

(𝟏 − 𝟐𝒙𝒛 + 𝒛𝟐)−𝟏/𝟐=  𝒛𝒏𝑷𝒏
∞
𝒏=𝟎    

 

(.نهقراءة وانفهى)يهًت جذاً لابذ أٌ تحفع والاثباث سهم جذاً   

 

  𝒙 لاحع أٌ دانت لاجُذر دانت في يتغير واحذ هى 
,𝒙)    أيا انذانت انًؤنذة فهي دانت في يتغرييٍ   𝒛)   
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Recurrence Relations:                 (انعلاقاث انتكراريت) 

 (.بالاثباتمطهىبة مهمة )

1. 𝟐𝐧 + 𝟏 𝐱 𝐏𝐧 = 𝐧 + 𝟏 𝐏𝐧+𝟏 + 𝐧𝐏𝐧−𝟏 

2. 𝐱 𝐏′𝐧 − 𝐏′𝐧−𝟏 = 𝐧𝐏𝐧 

3. 𝟐𝐧 + 𝟏 𝐏𝐧 = 𝐏′𝐧+𝟏 − 𝐏′𝐧−𝟏  

4. 𝐧 + 𝟏 𝐏𝐧 = 𝐏′𝐧+𝟏 −   𝐱 𝐏′𝐧  

5. 𝟏 − 𝐱𝟐  𝐏′𝐧 = 𝐧 𝐏𝐧−𝟏  − 𝐱𝐏𝐧  

6. 𝟏 − 𝐱𝟐  𝑷′𝒏 = 𝐧 + 𝟏 𝒙𝑷𝒏  − 𝑷𝒏+𝟏  



 دالة لاجندر

1. 𝟐𝐧 + 𝟏 𝐱 𝐏𝐧 = 𝐧 + 𝟏 𝐏𝐧+𝟏 + 𝐧𝐏𝐧−𝟏 
Proof 

(𝟏 − 𝟐𝒙𝒛 + 𝒛𝟐)−𝟏/𝟐=  𝒛𝒏𝑷𝒏
∞
𝟎    (*)   

 zبمفاظهة انطزفيه بانىسبة ل 

−𝟏

𝟐
𝟏 − 𝟐𝒙𝒛 + 𝒛𝟐

−
𝟑
𝟐
(−𝟐𝒙 + 𝟐𝒛) =   𝒏𝒛𝒏−𝟏𝑷𝒏

∞

𝟎

 

𝒙 − 𝒛 𝟏 − 𝟐𝒙𝒛 + 𝒛𝟐
−
𝟑

𝟐 =  𝒏𝒛𝒏−𝟏𝑷𝒏
∞
𝟎  

𝟏بضرب انطرفيٍ في  − 𝟐𝒙𝒛 + 𝒛𝟐
 

 

(𝒙 − 𝒛)  𝟏 − 𝟐𝒙𝒛 + 𝒛𝟐 
−
𝟏

𝟐 =  𝒏 𝟏 − 𝟐𝒙𝒛 + 𝒛𝟐
 
𝒛𝒏−𝟏𝑷𝒏

∞
𝟎  

By (*) 

 
 (x – z)  𝒛𝒏𝑷𝒏

∞
𝟎      =  (𝒏𝑷𝒏𝒛

𝒏−𝟏 −  𝟐𝒙𝒏𝑷𝒏𝒛
𝒏∞

𝟎 + 𝒏 𝑷𝒏𝒛
𝒏+𝟏 

 نهطرفيٍ َحصم عهي     𝒛𝒏بًقارَت يعايلاث 

𝟐𝐧 + 𝟏 𝐱 𝐏𝐧 = 𝐧 + 𝟏 𝐏𝐧+𝟏 + 𝐧𝐏𝐧−𝟏 
 

 n+1ب   nوعىض عه        𝒛𝒏−𝟏مه معامم   𝒛𝒏لاحظ أن نهحصىل عهي معامم 

 n-1 9ب   nوعىض عه        𝒛𝒏+𝟏مه معامم   𝒛𝒏أن نهحصىل عهي معامم 
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2. x P′n − P′n−1 = nPn 
 .xمع اانتفاظم بانىسبة ل ( 1)وفس خطىات 

3. 2n + 1 Pn = P′n+1 − P′n−1  
Proof 

By (1) 

 ( xدانة في   Pnتذكز أن )   xوفاظم بانىسبة ل 
𝟐𝐧 + 𝟏  𝐏𝐧 + 𝟐𝐧 + 𝟏  𝐱  𝐏′𝐧 = 𝐧 + 𝟏 𝐏′𝐧+𝟏 + 𝐧𝐏′𝐧−𝟏 

 

By (2) 𝟐𝐧 + 𝟏  𝐏𝐧 + 𝟐𝐧 + 𝟏  𝐧𝐏𝐧 + 𝐏′𝐧−𝟏  = 𝐧 + 𝟏 𝐏′𝐧+𝟏 + 𝐧𝐏′𝐧−𝟏 

 بالاختصار وحصم عهي  

 2n + 1 Pn = P′n+1 − P′n−1  
 

 

𝟐𝐧 + 𝟏 𝐱 𝐏𝐧 = 𝐧 + 𝟏 𝐏𝐧+𝟏 + 𝐧𝐏𝐧−𝟏 
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4. 𝐧 + 𝟏 𝐏𝐧 = 𝐏′𝐧+𝟏 −   𝐱 𝐏
′
𝐧  

Proof 

 

By (3) 𝟐𝐧 + 𝟏 𝐏𝐧 = 𝐏′𝐧+𝟏 − 𝐏′𝐧−𝟏  

By(2) 𝟐𝐧 + 𝟏 𝐏𝐧 = 𝐏′𝐧+𝟏 − (𝐱 𝐏′𝐧 − 𝐧𝐏𝐧) 

Then 𝐧 + 𝟏 𝐏𝐧 = 𝐏′𝐧+𝟏 −   𝐱 𝐏
′
𝐧  
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5. 𝟏 − 𝐱𝟐  𝐏′𝐧 = 𝐧 𝐏𝐧−𝟏  − 𝐱𝐏𝐧  

Proof 

By (4) 𝐧 + 𝟏 𝐏𝐧 = 𝐏′𝐧+𝟏 −   𝐱 𝐏
′
𝐧  

 َحصم عهي      (n-1)ب    nباستبذال 

𝒏𝐏𝐧−𝟏 = 𝐏′𝐧 −   𝐱 𝐏
′
𝐧−𝟏                                                              (*) 

By (2)    x P′n − P′n−1 = nPn 

 َحصم عهي   x  بانضرب في 

𝒙𝟐 𝑷′𝒏 − 𝒙 𝑷
′
𝒏−𝟏 = 𝒏 𝒙𝑷𝒏                                                       (**) 

𝐱𝟐 − 𝟏َحصم عهي        )*(في    )**(بانتعىيض يٍ    𝐏′𝐧 = 𝐧 𝐏𝐧−𝟏  − 𝐱𝐏𝐧 



 13 دالة لاجندر

6. 𝟏 − 𝐱𝟐  𝑷′𝒏 = 𝐧 + 𝟏 𝒙𝑷𝒏  − 𝑷𝒏+𝟏  

Proof 

By (1) 𝟐𝐧 + 𝟏 𝐱 𝐏𝐧 = 𝐧 + 𝟏 𝐏𝐧+𝟏 + 𝐧𝐏𝐧−𝟏 

𝐧 + 𝟏 𝐱 𝐏𝐧 = 𝐧 + 𝟏 𝐏𝐧+𝟏 + 𝐧𝐏𝐧−𝟏  − 𝐧𝐱𝐏𝐧 

𝐧 + 𝟏 (𝐱 𝐏𝒏 −𝐏𝐧+𝟏) = 𝒏 (𝐏𝐧−𝟏  − 𝒙𝐏𝐧) 

By (5) 𝐧 + 𝟏 (𝐱 𝐏𝒏 −𝐏𝐧+𝟏) = 𝟏 − 𝐱
𝟐  𝐏′𝐧  
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Orthogonally of 𝑷𝒏 𝒙      

 التعامد لدالة لاجندر
 

 𝑷𝒎𝑷𝒏 𝒅𝒙 = 
𝟏

−𝟏

 𝟎            𝒊𝒇 𝒏 ≠ 𝒎 

 

 𝑷𝒎𝑷𝒏 𝒅𝒙 = 
𝟏

−𝟏

 
𝟐

𝟐𝒏 + 𝟏
   𝒊𝒇 𝒏 = 𝒎 

 التعامد مهم جدا بالاثبات 

Example:  

 𝑷𝟐𝑷𝟑 𝒅𝒙 = 
𝟏

−𝟏
 𝟎,                    𝑷𝟑𝑷𝟑 𝒅𝒙 = 

𝟏

−𝟏

𝟐

𝟐.𝟑+𝟏
= 
𝟐

𝟕
  



 15 دالة لاجندر

 مطلوب الأمثلة المحلوله فقط 

 واي أسئلة ممكن نتناقش فيها ع جروب الواتساب



16 

 شكراً لكم  
 مع أمنياتي  بالنجاح والتوفيق  

 .كن متفائلا 

 ودمتم سالمين


